A 60-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 29 februarie 2016
Prima proba de evaluare pentru OBM 2016 si OIM 2016
Solutii

. . . 1
B1. Numerele reale pozitive a, b, ¢ satisfac egalitatea a®+b? +c? =3

1

Aflati cea mai mica valoare numericd posibild a expresiei E=a+b+c+ 0 + e + a

Solutie. Fie a>0, b>0, ¢>0 cu a’+b*+c®>==. Din inegalitatea

Wl

ab+bc+ca<a®+b*+c® rezulta relatiile

O<ab+bctcas<s e — 1 >3 (1)
3 ab+bc+ca

1 1 1 . . . . .
Vom demonstra ca o + bo + P~ >27. Aplicam inegalitatea Cauchy-Buniakowski- Schwarz:

(ab+bc+ca)~(a—1b+b—lc+é) :[(@)2 +(\/E)2 +(\/a)2][(%jz +(%T J{%T] >
1 1 1 9

1+1+1)°=9 & —+—+—>—— >9.3=27.
ab bc ca ab+bc+ca

. .. Ce . : x y 1 1
Pentru numerele strict pozitive x, y este justd inegalitatea —+=+——2>=.
2 2 54xy 2

Aceasta inegalitate este o consecintd a inegalitatii MA-MG:

Prin aplicarea inegalitatii (1) si inegalitatii precedente, pentru expresia E obtinem

a b 1 b ¢ 1 cC a 1 5K(1 1 1
E=|-+—+—|+| 4= ——|+| = — |+ — | —+—+—|>
2 2 b5dab 2 2 54dbc 2 2 bdca) 54 (ab bc ca
l+1+l+§.27:§+§:@:28_
2 2 2 5 2 2 2
Rezulta ca min E >28. Pentru a:bzc:% are loc egalitatea din enunt si min E =28.

Astfel, min E =28.



B2. La impartirea numarului prim p la patru se obtine restul egal cu unu. Calculati suma

p-1 2k2 k2
S = kz_; T -2 ? , unde prin [X] s-a notat partea intreagd a numarului real X.

Solutie. Fie Xe R, [X]-

partea lui intreagd, iar {X} - partea lui fractionard. Avem
x = [x]+{x3} si relatiile
0 pentru {x}<

2-{x}y—{2x} = (1)

N N

1 pentru {x}=>

Pentru suma S din enunt obtinem
p— 2 2 p-1 2 2 2 2
5§ {Zk } [k_ _§ 2k {Zk }_Zk +2.{k_} _
k=1 P k=1 p P p
p- 2
)
k=

=

[EEN

Lemi. Pentru orice a€{1,2,..., p—1} exista be{l 2,..., p-1} b=a,
astfel ca a”+b*=0 (mod p ).
Demonstratic. Deoarece P=1(mod 4 ), atunci exista de{1,2,..., p—1} ai.

d?=-1(mod p). Fie ae{l 2, ..., p—l}, atunci existi be{L 2,..., p-1}
astfel incat b=da (mod p ). Atunci a2+bzza2+a2d2zaz(d2+1)50(mod p).
Daci D=2, atunci @ +b*=2a’=0(mod p) = a=0 (mod p) contradictie,

deoarece 4 E{ 1, 2, Ceey p—l } Lema este demonstrata.

Astfel, printre numerele 1, 2, ..., P—1 exista p2—1 perechi (&, B) cu

. 2 2 . _
proprietatea @~ +b° =0 (mod p ). Astfel, exista exact p2 L elemente

ke{l 2,..., p—1} astfel incat kZEi(mOd P ), unde I >

-1
rezultaca S = p—.

2

P
E- Din relatiile (1)



B3. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m( £C)=90°. Punctele de tangenta ale cercului
inscris cu laturile acestui triunghi (BC), (CA) si (AB) sunt M, N si, respectiv P, iar M,, N,, P,
sunt simetricele punctelor M, N, P in raport cu mijlocurile laturilor (BC), (CA) si, respectiv

AO, + BO,

(AB). Calculati valoarea numericad a raportului , unde O, este centrul cercului

circumscris triunghiului M,N,P,.

Solutie. Notdim |BC |=a, [CA|=b, | AB|=c, p:a+2+c. Au loc relatiile

CM=CN=BM,=AN,=p-c=r, AP=AN=BP, =CN,=p-a, BM =BP=AP,=CM, = p-b,
K unde r este raza cercului inscris in
C in triunghiul ABC. Fie K mijlocul
arcului (ACB), iar o mijlocul ipotenuzei (AB).

Unim punctul K cu punctele

A B, C, M,,N,, P.. Pentru calculul
lungimilor KM, KN,, KP, aplicam relatia lui
Stewart in triunghiurile BCK, ACK si ABK .

BK 2 CK?
A P P, B KM/=CM,- ac TBM. 5o —BM,-CM, (1)
2 2
KNf=CN1-%+AN1.CL—AN1-CN1 (2)
KPZ—BP-AK2+AP-BK2—AP~BP (3)
! ' AB ' AB S

Punctele P si P sunt simetrice inraport cu
mediatoarea OK a ipotenuzei AB, deaceea
KP = KP,.

Avem AO = BO = CO = OK :%, KA=KB=-2, OK L AB. Notim m(~A)=a, m(~B)=j.

V2

Fara a pierde din generalitate putem considera o > 8. Atunci
cosa =sin B = E, sina =cos B = a , masura arcului ACK este egaldacu a+ 8, ilar m(£LCOK)=a - p.
c c
Conform teoremei cosinusurilor in triunghiul COK obtinem:
, C° c? . c? 2ab) c?
CK? = 7[1—008(05 -B))= 7(1—005acos,8—sm a5|n,8):7 1-—|=5-ab.

2

2
Din relatiile (1), (2) si (3) obtinem KM}?=KN/ =%+ pc—p?, KP? =C7—(p—a)(p—b).

Daca S este aria triunghiului ABC, atunci au loc relatiile S = pr=p(p—c)=(p—a)(p-b).
2

Rezultd ca KP’ =KM;/ =KN/ =C7+ pc-p®. Astfel, K=0,, adica K este centrul cercului

circumscris triunghiului M,N,P,, iar A, +BO, _ AK+BK :(LJrLj 1_1
V2 2

AB AB c



B4. Sa se arate cd pentru orice numdr prim p §i orice numar natural n>2 existd un
numdar natural k astfel incat scrierea zecimala a numadrului p* contine
n cifre consecutive identice.

Solutie. Se stie ca pentru orice numar natural nenul r si orice numar natural nenul m
reciproc prim cu r exista un numdr natural nenul t astfel incat r' = 1 (mod m).

Fie date numarul prim p si numarul natural n > 2.

Daca p # 2 si p # 5, atunci pentru orice numar natural nenul S exista un numar natural nenul
t astfel incat p' = 1 (mod 10°). Deoarece p' > 10° scrierea zecimald a numarului p' se termind cu
S—1 zerouri si cifra 1. Dacd luam s = n + 1 si K = t, atunci problema este rezolvata.

Daca p =2 sau p =5, notam q = 10/p. Mentionam ca p si ¢ sunt prime intre ele. Pentru orice
numdr natural nenul s existd un numir natural nenul t astfel incat p' = 1 (mod ¢°). Prin urmare,
p™* = p° (mod 10°%). Deoarece p™*> 10° > p°, numarul p™° se termin cu toate cifrele numarului p°,
precedate de zerouri pani la a s-a cifrd de la sfarsit inclusiv. Alegem s astfel incat g° > 10" si
k=t+s. Caurmare, p° = 10°q° < 10°". Rezulta ci numarul de zerouri consecutive in numiarul

p=p"

* este cel putin n, Ceea ce rezolva problema.



Barem de corectare

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.

Problema Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
B1 Daci 0, b>0 0 > +b° 2 _1 i litat
aca a>0,0b>0,¢c>0 cu a~+b"+cC —é,atunm Inegalitatea 1 punct
ab+bc+ca<a’+b*+c? implica
1 1
O<ab+bc+ca<s & ——>3 (1)
3 ab+bc+ca
1 1 1 1 punct
Aratica —+—+—2>27. P
ab bc ca
X 1 1 1 punct
Demonstreaza —+X+—2— pentru x>0, y>0 P
2 2 B4xy 2
a b 1 b ¢ 1 c a 1 1 punct
E=|—4+—4+——|+|=+—+—— |+| = +—+— |+
2 2 bdab 2 2 babc 2 2 54ca
53(1 1 1
+— =+ =+
54 \ab bc ca
Aplica inegalitatile de la punctul 1 si 3 1 punct
Obtine estimatia min E > 28. 1 punct
Arata cdpentru , _, _ . _ 1 are loc egalitatea din enunt si 1 punct
3
min E =28.
TOTAL 7 puncte
B2 O pentru {xX}< 1 1 punct
2.3 —{2x}— i
1 pentru {x}=> >
Aplicda X =[X]+{X}si scrie suma 1 punct
R k? 2k?
k=1 p p
Deoarece p=1(mod 4), atunci exista de{l 2 ..., p-1} 1 punct
ai d’=-1(mod p)
Daca ae{l, 2,..., p—1}, atunci exista 1 punct
be{1 2,..., p—1} astfel incdt b=da (mod p)
Obtine a2+b2sa2+a2dzsa2(d2+l)50(mod p) 1 punct
Printre numerele 1,2, ..., p—1 exista p2—1 perechi (a, b)cu | 1Punct
proprietatea a®* +b* =0 ( mod p)
Exista exact p2—1 numere ke{1, 2,..., p—1} ai 1 punct

k®=i(mod p), unde i> g Conform relatiilor (1)




s-P-1
2

TOTAL 7 puncte
B 3. Calculeaza toate marimile care figureaza in egalitatile (1), (2) si (3), | 1 punct

diferite de KA?, KB?, KC?

Punctele P si P, sunt simetrice in raport cu mediatoarea OK a 1 punct

ipotenuzei AB, din acest motiv KP = KP,, unde K mijlocul arcului

(ACB)

Pentru calculul lungimilor KM,, KN,, KP, aplica relatia lui Stewart 1 punct

in triunghiurile BCK, ACK si ABK si scrie egalitatile (1), (2) si (3)

Gaseste marimile KA?, KB?, KC® 1 punct

c? c2 1 punct

Giseste KMfzKNf:?+ pc—p?, KPf:?—(p—a)(p—b).

Obtine KP’ =KM? = KN/ =§+ pc— p°. 1 punct

AOl+BoleK+BK:(i+LjE:\/§. 1 punct

AB AB V2 J2) ¢

TOTAL 7 puncte
B 4. Scrie n forma restransa sau desfasurata teorema lui Euler: pentru orice 1 punct

numar natural nenul r §i orice numar natural nenul m reciproc prim cu r

existd un numdr natural nenul t astfel incdt ' =1 (mod m).

Aplica corect teorema lui Euler si rezolva problema incazul p =2 si | 2 punct2

p#5

Aplicd corect teorema lui Euler si rezolva problema incazul p=2 2 puncte

Aplica corect teorema lui Euler si rezolvda problema in cazul p=5 2 puncte

TOTAL

7 puncte




