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Chigindu, 27 februarie — 2 martie, 2015
CLASA IX-a, prima zi
SOLUTII

Problema 9.1. Fie N un numir cu proprietitile din enunt. Atunci 3m,n € Z astfel incat
N—-1=19m; N+1 = 32n, adici N =19m+1, N = 32n — 1 de unde rezultd 19m —32n+2 = 0.
Rezolvand aceasti ecuatie in numere intregi, se afli m = 32k + 10, n = 19k 4 6, unde k € Z. Dar
atunci

N =608k + 191; k € Z.
Valorile naturale ale numérului N se obtin pentru k € N, adicd pentru k =0,1,2,3,... Al patrulea
numir al sirului se obtine pentru k& = 3 gi este egal cu 2015.

Asadar, toate numerele cdutate au forma 608k + 191, k € N; al patrulea numdr din acest gir

este numarul 2015.

Problema 9.2. Fie a si b doud numere, astfel incit pentru Vz € R are loc inegalitatea dubli

2
*+ac+b
i et L '
: 22+z+1 (*)
si, in plus, exist# valori ale lui 2, pentru care f(z) ia valorile extreme +1. Cum 2> +z+1 > 0
pentru orice z real, din(*) se obtine
222+ (a+ 1)z + (b+1) 20, (1)
S 2 — e 2 2 = 3
—rz-1<+ax+b<z*+z+1 ﬁ{(a—l)mgl—b. (2)
Inegalitatea (2) e satisficutd pentru Vz € R doar dacd a = 1 gi b < 1. Atunci inegalitatea (1)
ia forma 222 + 2z + (b+ 1) = 0, la fel pentru oricare x real. Aceasta inseamnd ca discriminantul
pirtii stangi, A < 0, adici 4 — 8(b+ 1) <0 = b > —1. Astfel a =1, b € [3,1] si relatia () ia
forma

2+x+b
el Fresh il
Examinim realizarea egalitiitii la capetele intervalului [—1, 1].

z’+z+b
=1, adicd ———
a) f(zx) ’a‘m5‘$2+$+1

b) f(z) = —1. Pentru a = b = 1, din (*) rezulta

egali cu 1, oricare ar fi z € R.
Asadar, nu eristd numere reale a gi b, care ar satisface condifia din enung.

=l ?2+z+b=224+z+1; < b=1.

w41
e e 0 —1 — lucru imposibil, fractia fiind
22+z+1

Problema 9.3. Folosind desenul aliturat, vom examina solutia pe etape.
E

A B

Etapa (1). ABCD- isoscel = AC = BD = DE = BD; m(£LCBA) = m(£A) = 40°.

Etapa (2). DC||AB = ZCDB = LABD. DC = BC = ABDC - isoscel. = DB = OB,
Deci, ZCBD = Z/ABD = m(£CBD) = m(£LABD) = 20°.

Etapa (3). DC||AB = ZA = LCDE = m(£CDE) = 40° = m(£{BDE) = m(£{CDB) +
m(£LCDE) = 20° 4 40° = 60°.

Etapa (4). ED = BD = ABED~ isoscel = ZDBE = /DEB = m(£{DBE) = m({DEB) =
= @-;ﬂ = 60° = ABDE— echilateral = BE = BD = DE si m(ZCBE) = 40°.

Etapa (5). DE = BE.DC = BC.LEDC = £LEBC = LUL,AEDC = AEBC.



Etapa (6). ZBEC = ZDEC = EC— bisectoarea unghiului ZDEB.
Etapa (7). ADEB- isoscel gi CE - bisectoare = EC— iniltime = EC L DB, c.t.d.

Problema 9.4. Coeficientii 4m + 1 gi 4n — 1 sunt numere impare, prin urmare, necunoscutele
z gi y trebuie si fie de parititi diferite.

Cazul 1. Fie z = 2k, y = 2s + 1, unde k, s € Z. Atunci din ecuatie se obtine
(4m + 1)(2k)? — (4n — 1)(2s + 1)? = 2015, de unde 4k*(4m + 1) — (4n — 1)(4s* + 45 + 1) = 2015
sau 4k2(4m + 1) — 4n(4s® + 4s + 1) + 4s% + 4s = 2014. Partea stangi a acestei egalitiiti se imparte
la 4, iar partea dreaptd nu. Cazul 1 este imposibil.

Cazul 2. Fie acum = = 2k + 1, y = 25, unde &, s € Z. Se obtine:
(4m +1)(2k +1)% — (4n — 1)(25)? = 2015, de unde (4m + 1)(4k% + 4k + 1) — (4n — 1) - 45 = 2015,
sau 4m(4k? + 4k + 1) + 4k® + 4k — 4s*(4n — 1) = 2014. Aceeasi contradictie, deci gi Cazul 2 este
imposibil.

Astfel, ecuatia datd nu are solufii in Z X Z.
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BAREM DE CORECTARE

Prob- | Scor Riaspuns = Punctaj | Obser-
lema | maxim corect Etapele rezolvarii acordat | vatii
-seafli N-1=19msi N+1=32n 1p.
- se obtine ecuatia 19m — 32n+2=20 1p.
9.1. 7p. | 608k + 191; | - se afli solutia N = 608k + 191 3p.
as = 2015 | - pentru solutii naturale se ia kK € N 1p.
- se stabileste ci al 4-lea termen este 2015. 1p.
- se stabilegte cd —1 < f(z) < 1sgicd
egalititile extreme se realizeazad 1p.
- se obtine sistemul de inegalita{i
202+ (a+ L)z + (b+1) 20,
9.2. | Tp. { (& Bl ~b VzeR 2p.
-seaflia=1sibe (3 1] 2p.
-din f(z) =1rezulti b=1 1p.
- pentru a = b = 1 egalitatea f(z) = —1
devine imposibila. 1p.
9:3. [~ Tp. Pentru fiecare etapi din rezolvarea propusa
; se acordd cite un punct 7p.
-z gl y au paritati diferite 1p.
9.4. Tp. S=4 - cazul z par, y impar conduce la contradictie 3p.
- cazul z impar, y par conduce la contradictie 2p.
- concluzia: S = 0. 1p.

Problema 9.5. (varianté alternativi)

1.

Impirtind P(X) la Q(X), se afld restul egal cu

(2a2 + 2ab+ b*) X% + (b — 2a%b — ab®) X + ¢ - 2p.

Restul trebuie s fie egal cu 0 pentru Vo € R - 1p.
: 2a% + 2ab+ b* = 0,

Se obtine sistemul { ba_ ;GQE_ZZE, gy - 1p.

Se rezolvi sistemul si se afli a=b=c=0. - 3p.




