A 59-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisindau, 27 februarie — 2 martie 2015
Clasa a VllI-a, ziua a doua
Solutii
8.5. Se stie, cd ecuatia | X—1|+| X—2|+| X—3]| +..4| Xx—2015|= y(y +1) are o singura solutie
(X5»Yo) CU Y, > 0. Demonstrati, cd X, si Y, sunt numere naturale si ca numarul A = X2 —2x,Y, +2y; —1

este patrat perfect.
Solutie:
Fie, ca (X, Y,) Cu Y, > 0 este o solutie a ecuatiei din enunt. Atunci (2016 —X,, Y, ) este la fel o solutie a

ecuatiei din enunt. Si deoarece solutia este unica rezulta, ca 2016 — X, = X, de unde se obtine cd X, =1008.

Inlocuind X, =1008 in ecuatia din enunt obtinem:

11007-1008

1007 +1006 +...+2+1+0+1+2+...+1007 = y(y +1) < 2 y(y+1) <

< y(y+1) =1007-1008. Si deoarece Y, > 0 rezulta, ca y, =1007 .

Am obtinut (X,,Y,) = (1008, 1007) si deci solutiile sunt numere naturale.

Deoarece X, — Y, =1008 —1007 =1 avem:

A= X5 = 2% Yo +2Y5 =1= (X5 = 2% Yo + Yo ) + Yo —1= (% = ¥o)* + Yo ~1=1+ys 1=y .
Deci A=y, =1007°.

Raspuns: X, =1008, y, =1007si A=y; =1007°.

8.6. Rezolvati In multimea numerelor intregi ecuatia:
x-1 x-2 x-3 x—2012 x-2013 x-2014 2014-x
+ + +.. + + = :
2014 2013 2012 3 2 1 2015

Solutie:

Din fiecare fractie se scade fractia

, adicd scadem de la fiecare membru al ecuatiei fractia si se

X — 2015 . X — 2015 . X — 2015 . x—2015+ x—2015+ X—2015
2014-2015 2013-2015 2012-2015 =~ 3-2015 2-2015 1-2015
(x—2015) - 1 + ! +...+ L + L =

2014-2015 2013-2015 2.2015 1-2015

Evident, ca X—2015=0 = x = 2015.
Raspuns: S ={2015}.

obtine:

8.7. In triunghiul ABC punctul D este mijlocul laturii BC. Dreapta dusa prin varful B si mijlocul segmentului
AD intersecteaza latura AC in punctul E. Dreapta dusa prin punctul C paralel cu dreapta AD intersecteaza
prelungirea laturii BA in punctul K.

Demonstrati, ca punctele D, E si K sunt coliniare.

Solutie:

Fie BE N AD ={F}si BE nCK ={G}. D
Din AD||CK = DF || CG si AF ||GK.

Deoarece punctul D este mijlocul laturii BC,
rezultd, ca punctul F este mijlocul segmentului

BG si punctul A este mijlocul segmentului BK.



DF BF FA
CG BG GK
Din DF =FA = CG =GK. Din AF || GKsi BD = DC = [DA] este linie mijlocie in

ABCK = BA= AKsi DF = AF :%-CG.

Din aseminareca ABDF ~ ABCG si aseminarea ABFA ~ ABGK =

Din asemanarea ACEG ~ AAEF = E = E = 2 =2.

EA AF ;CG

BD CE AK 1
Avem: — =1.-2- E =1 si atunci conform teoremei lui Menelaos punctele D, E si K sunt

DC EA KB

coliniare. Afirmatia este demonstrata.

8.8. Pentru orice numere reale strict pozitive a si b se considera expresia E(a,b) = (8 + 1j(a + %)(b + %) .
a

a) Demonstrati, cd E(a,b) > %

b) Determinati valoarea minima a expresiei E(a,b) si valorile a si b pentru care se obtine aceasta valoare
minima.

a) Solutie:

Scriem expresia E(a,b) astfel:

2 2 2
65 1 1 113 1 1 1 113
E(a,b)=—+|a+=|+|b+ 8ab + —ilVa-—| +|vb——| +|/Bab-—— | >==
@b)=% ( aj ( bJ [ 8abj 8 ( \/Ej { \/BJ [ J/8ab 8
Inegalitatea este strictd, deoarece patratele din expresia E(a,b) nu pot fisimultan egale cu zero.

. 113
Deci E(a,b) > ry si afirmatia a) este demonstrata.

b) Solutie:
65 1 1 1
Avem expresia transformata: E(a,b)=—+a+b+ =+ = +8ab + 5ab
al
1
1) Aplicim inegalitatea mediilor pentru 3 numere a, b, ﬁ astfel:
al
a+b+ LY
— 3
—Sa‘b Zabi:lj a_i_b_{_i 227 a+b+i>§ (1)
3 8ab 8ab 8 8ab 2
. . 1
Egalitatea (1) se obtine pentru a =b = >

11
2) Aplicdm inegalitatea mediilor pentru 3 numere —, —, 8ab astfel:

1 1 *
—+—+8ab
a b 8

1 ’ , 11
3 +B+8ab 227-8:6:>—+E+8ab26 2

a
: : 1
Egalitatea (2) se obtine la fel pentru a =b = 5

3) Expresia E(a,b) se poate scrie astfel:

125
E(a,b) = a+b+i + 1+1+8abj+65>3+6 05 %SE( b)>% :>m|n E(a,b) =—
8ab a b 8 2 8 8 8 8

. 125 : 1 1 1) 125
Egalitatea E(a,b)==-"se obtine la fel pentru a=b ==, adicd E| =; = |=—.
g (a,b) 5 obtine p > adica (2 2) 3



. . . 125 | . 1
Deci, valoarea minima a expresiei E(a,b) este egala cu Yy si se obtine pentru @ =b = > adica

min E(a,b) =E EE :§.
xeR+ 2 2 8

Raspuns:
NP - g 125 . 1 .
Valoarea minima a expresiei E(a,b) este egala cu ry si se obtine pentru a =Db = > adica

min E(a,b) = E(l; 1 =12—5.
XeR+ 2’2 8



BAREM DE CORECTARE

Proble | Raspuns corect Etapele rezolvirii Punctaj
ma acordat
8.5. 10081007 - A concluzionat, ca daca (X,,Y,) cu Y, >0 este o solutic a ,
7p (X, ¥o) = (1008, ) ecuatiei din enun, atunci si (2016 —X,, Y,) este la fel o solutie P-

2 2 a ecuatiei din enunt
A=Y, =1007 - A determinat, ca 2016 — X, = X, si a aflat solutia X, =1008.
- A dedus, ca y(y+1) =1007-1008. Si deoarece Yy, >0 Lp.
rezultd, ca Yy, =1007 cu solutia (X,,Y,) = (1008, 1007)
- A demonstrat, ca A= yZ =1007° 2p.
2p.
8.6. S ={2015} - Aobtinut ecuatia
(x—2015)~[ ! + ! +ot L + 1 ): 5p.
7p. 2014-2015 2013-2015 2-2015 1-2015
- A obtinut ecuatia X — 2015 = O si a obtinut solutia X = 2015 )
p.
8.7. - Desen corect cu completari ale punctelor de intersectie 1p.
Punctele D, Esi K | - A aplicat asemdnarea ABDF ~ ABCG si asemanarea
7p. sunt coliniare.
ABFA ~ ABGK i a dedus, ca DF = BF = FA . 2p.
CG BG GK
- A demonstrat, cd [DA] este linie mijlocie in ABCK si a 1p.
1
dedus, ca BA= AK si DF = AF :E-CG .
- A aplicat asemanarea ACEG ~ AAEF si a dedus, ca )
CE_CG_CG _, >
= =T =
EA AF 5 cG
- A aplicat teorema lui Menelaos, a dedus, ca
1p.
Q . E . & =1 si a concluzionat, cd punctele D, E si K sunt P
DC EA KB
coliniare.
8.8. Valoarea minima a 113 2D.
expresiei E(a,b) -AdmmmnacéE@b)>7; P
7P | este 1 3
. 125 | - A demonstrat inegalitatea a +b+—>— (1) 1p.
min E(a,b) = — 8ab 2
xeR+ 8 1 1
si ea obtine pentru - A demonstrat inegalitatea — + B +8ab>6 (2) 1p
a :
1
a=b== - A dedus, ca valoarea minima a expresiei E(@,b) este egald cu
2 125 125
=22, adica min E(a,b) = == 2p.
8 xeR+ 8
- A dedus, ca valoarea minima a expresiei E(a,b) se obtine
1p.

pentru a:bzl.

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.




