A 60-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chiginau, 26 — 29 februarie, 2016
CLASA Vlll-a, prima zi

SOLUTIILE PROBLEMELOR

Problema 8.1. Pentru a pleca in excursie, tofi cei 919 participanii la Olimpiada Internationala de
Matematica au fost repartizafi in autocare $i microbuze: céte 36 de persoane in fiecare autocar si cdte un
numdr egal de persoane in fiecare din cele 41 de microbuze. De cate autocare a fost nevoie §i cate persoane
au wrcat intr-un microbuz?

Rezolvare. Fie z numarul autocarelor, y numarul de persoane intr-un microbuz. Conform conditiei,

36z + 41y =919; =z, y € N. (1)
19 - 41 19 - i - -
1) = x:g—g—g-ﬁ——y:25-y+ 9365y.Fie19—5y:36k, keZ = y=i5_3§ﬁ=3—7k+4 ,
19 — 36(4 — 5n)

Fied—-k=56nneZ = k=4-5n Atunciy = ; y = 36n — 25. Dar atunci

19 — 5(36n — 25) x = —41n + 54,

cun € Z.

z = 25— (36n — 25) + ; x = —4ln + 54. Asadar, {

36 y = 36n — 25.
54
) . [ —4ln+54 >0, ol retleR 7 = T
Cum z,y > 0, rezulta { 36m — 25 > 0. { e %‘ Cum n € Z, rezultd n = 1. Atunci z =

—41-1+54=13; y=36-1—25=11. Se verifica usor, cd numerele aflate satisfac ecuatia.
Raspuns: 13 autocare; 11 persoane intr-un microbuz.

Problema 8.2. Si se afle toate perechile (z, y) de numere naturale prime, care satisfac ecuatia
z2 + 5y + 24 = y? + 11z.

Rezolvare. Ecuatia se scrie astfel:

(z-y-3)(z+y—8)=0. (1)
Aceastd descompunere poate fi obtinuta prin diverse metode. De exemplu, se scrie ecuatia din enunt astfel:
22 — 11z + 24 = §° — 5y. (2)

Prin separarea patratului perfect se obtine:
2 2 2
P-tlo=a~2.2- %+ (3 - (B =@-$’- 3
2 2 512
Posy=y*-233+(3) -3 =w-3-%
Ecuatia (2) ia forma (z — %)2 ~12 4= (y-3 o % sau (z — —2—)2— (y- g)2 ==
(m*12—1~y+g) (xf%—ky——g) = 0, adicé (1).
z—-y—3=0, y
z+y—-8=0;
z = 5. O solutie este x = 5, y = 2.
Ecuatia z + y = 8 are in numere prime doar solutiilez =3, y=5giz =5,y =3.
Réaspuns: 1) z=5,y=2;2)x =3,y =25; 3)z=5y=3.
Problema 8.3. Fie triunghiul ABC cu m(£B) = 105° gi m(£C) = 30°. Dacd D € (BC) astfel incat
[AD] este mediand in triunghi, s se calculeze masura unghiulut DAC.

S 2’ Din z —y = 3 = y — par, adicd y = 2. Dar atunci

, adica
Sdick | Ly =8

Din (1) rezulta [

Rezolvare. Fie BE iniltime in triunghiul ABC. Atunci BE = BD = DC (cateta, ce se opune unghiului
A de 30°). In triunghiul dreptunghic BEC, ED este me-
diana corespunzitoare ipotenuzei, deci ED = BD =
DC'. Rezultd ci triunghiul BED este echilateral, deci
E are masurile unghiurilor de 60°.  Obtinem usgor ca
m(£BAC) = 45°, deci BE = AE. Aceasta inseamna
ci triunghiul AED este isoscel cu AE = ED s
m(ZAED) = 90° + 60° = 150°. Dar atunci

m(£DAC) = (180° — 150°) : 2 = 15°.




Problema 8.4. Sd se arate, cd oricare ar fi z,y € R, are loc inegalitatea z* + y* > zy(z? + y?).
Rezolvare. Din inegalitatea data obtinem consecutiv:

iyt s+ ettt -y -1P 20680 -y -Pre-y 208 @-yEt-¥) 20

(z —y) e+ 2y +9°) & (z —y)? [(x+ g)Q + 3—33] =0

Ultima inegalitate este adevirati si este echivalenta cu cea din enunt. Afirmatia este demonstrata.
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BAREM D CORECTARE

Notd: Oricare altd metodd de rezolvare corecta se apreciaza cu punctaj mazim.

Prob- | Scor Raspuns e e Punctaj | Obser-
lema | maxim corect Etapele rezolvarii acordat | vafii
- Alcatuirea ecuatiei 36z + 41y = 919 1p:
8.1, p. 13; 11 - Aflarea solutiilor in Z: z = —41n + 54; y = 36n — 25 4p.
- Selectarea solutiei in numere naturale 2p.
T =05, y=2; | - Ecuatia se aduce la forma (z —y—3)(x+y—-8)=0| 3p.
8.2 Tp. |z=3,y=2>5;|-Seafldsolutiaz =5,y =2aecuatieic—y—3=0 2p.
z =25,y =3.|- Se afld 2 solutii ale ecuatiei z +y -8 =10 2p.
- Obtinerea BE = BD = DC 1p.
- Obtinerea ca ED = BD = DC 1p.
8.3 7p. 15° - Concluzia ca ABED este echilateral 1p.
- Obtinerea ca BE = AE 1p.
- Obtinerea AED - isoscel, deci m(£ZAED) = 150° 1p.
- Concluzia ca m(£DAC) = 15° 2p.
- Obtinerea (z — y)(a: -y3) =0 2p.
8.4. p. - Obtjinerea (z — y)*(2% + xy + v} >0 2p.
- Obtinerea (z — y)? [(z - 2y + 32 > 3p.




