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Clasa a Xl-a, ziua a doua
SOLUTII

11.5. Fie sirul (P,(X))%;, unde P,(X) este un polinom de grad n, astfel incat P,(n*)=n"%, k =0,n. Aratati ca

sirul (P,(0)),_; este convergent si calculati limita lui. Poate fi 1/2 termen al sirului (P,(0));? Argumentati

raspunsul.

Solutie. Fie N>2. Consideram polinomul G,(X)=XP,(X)-1 de grad n+1. Avem G,(x)=0 pentru

n
VX e{no,nl,...,n”}. Deci, Gn(X):aH(X —nX). Deoarece P,(0) este termenul liber al polinomului P(X),
k=0

rezulta ca B, (0) este coeficientul lui X in  G,(X). Conform relatiilor lui Viete,

k(1,1 1 R0) 1
[Hn](+1++j(l) " 1+

k=0 n n S n 1 n 1 . . _
, de unde P,(0) = s == . Deci, r!LTOP”(O)_l'

Valoarea % poate fi termen al sirului doar daca se considerd R (X) = % X+ >

11.6. Fie a, b si c lungimile laturilor triunghiului ABC, iar «, g si respectiv y — masurile unghiurilor opuse.

B

Aratati ca daca a+c=bctg o atunci triunghiul este dreptunghic.

. . . . . a b C I .
Solutie. Aplicand teorema sinusurilor, obtinem —— = = =2R, unde R este raza cercului circumscris

sinae sing  siny

triunghiului. Deci, avem relatiile a=2Rsina, b =2Rsin B si ¢ =2Rsiny, ceea ce implica

B . a+y =7 sin T ﬂ COSJ a—y
COSZ_Ctgﬁ_a+C_Sina+sin7/_25m 5 cos > 2 > _cosT
sin? 2 b sinfg 2sin 2 cos 2 sin? cos? sin®

2 2 2 2 2 2

Bry=a
. Deoarece o+ S+ y =, avem
a+p=y

adica Cosg =CO0S a;y , de unde obtinem «—y =+/3, echivalent cu {

=% sau y :% si, deci, triunghiul este dreptunghic.
11.7. La un concurs de sah s-au inregistrat 60 de participanti, numerotati de la 1 la 60, ce trebuie sa fie repartizati
in 6 grupe de minim 3 membri fiecare. Fiecare participant j va juca o partida cu fiecare coleg de grupa kK, k > j,
rezultatul partidei fiind Invingere, Infrangere sau remiza. Repartizati participantii in grupe astfel Incat numarul
total de partide jucate sd fie minim. Este posibil oare ca, oricum am alege 3 colegi de grupa, rezultatele partidelor
jucate intre ei sd nu fie identice? Argumentati raspunsul.



6
Solutie. Fie K;,Ko,Ks3,K4,Ks,Kg numarul de participanti din fiecare grupa. Avem Z kj =60 . Numdrul de partide
i1

6 6 6 6
jucate este N =3 C¢ = %{Z SRS } = %Z k% —30 si, conform inegalitiii mediilor, avem
= = =1 j=1
18, 13 i 5
N=3 2 Z%k i [3023 % Zik i | —30=270=6C{y, minimul realizndu-se pentru
)= )=

ky =k, =k3 =k, =kg =kg =10.

Vom reprezenta participantii prin puncte necoliniare in plan, partidele jucate — prin segmente ce unesc
punctele corespunzatoare participantilor, iar rezultatul unei partide — printr-o culoare atribuitd unui segment. E
necesar de aritat cd putem colora toate segmentele in 3 culori astfel incat sa nu existe un triunghi monocolor. Intr-
adevar, vom diviza fiecare grupa de 10 puncte in doua subgrupe de 5 puncte. Pentru comoditate, vom considera
ca fiecare subgrupa de 5 puncte formeaza un pentagon convex. Vom colora laturile cu prima culoare, diagonalele
— cu a doua culoare si segmentele ce unesc punctele din subgrupe diferite — cu culoarea a treia. Se observa ca
astfel nu avem triunghiuri monocolore si, deci, e posibil ca, oricum am alege 3 colegi de grupa, rezultatele
partidelor jucate intre ei sa nu fie identice.

11.8. Aflati toate functiile f: R —» R, unde f(f(xX)+y)—2y=f(f(-y)—2x)+3x, Vx,y €R.

Solutie. Fie f: R — R, astfel incat f(f(x)+y)—2y=f(f(-y)—2x)+3x, Vx,yell (1).Pentru Xx=a si y=b

avem relatia f(f(a)+b)—2b= f(f(-b)—2a)+3a, Va,bel (2). Pentru X=-b, y=-2a obtinem egalitatea
f(f(—b)—-2a)+4a= f(f(2a)+2b)—-3b, Va,bell (3).Din (2)si(3)avem f(f(a)+b)+a+b= f(f(2a)+2b),
va,bell (4).Pentru b= f(a)— f(2a), relatia (4) devine f(a)= f(2a)—a, Vaell (5), iar pentru

b=-f(a) +% formula (4) obtine forma f (%j+%+a— f(@)=f(f(2a)-2f(a)+c), va,cell (6). Utilizand
relatia (5) in (6), se obtine f(c)+a—f(a)=f(c+a—f(a)), Va,cell (7). Pentru c=f(-y)-2x si a=-Y,

relatia (7) devine
f(f(~y)—2x)=f(~y—2x)+ f(~y)+y, ¥x,yel (8),1arpentru c= f(x)+y si a=X, relatia (7) obtine forma

f(FX)+y)=f(x+y)+ f(X)—x, ¥x,yel (9).Substituind (8) si (9) in (1), obtinem

f(X+y)+ F(X)=f(—y—2X)+ f (—y)+3y+4x, VX, yell . In particular, pentru y=-X si f(0)=d, se obtine
f(—x)=d —x, Vxell, echivalent cu f(x)=x+d, ¥xell (10). Deci, orice functie ce verifica (1) e de forma

(10). De asemenea, pentru orice functie de forma (10), substituind in (1), usor se verifica faptul ca se obtine
identitate. Deci, multimea functiilor ce verifica conditia (1) este M ={f(x)=x+d |vd e[1}.
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