A 59-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chisinau, 27 februarie — 2 martie 2015
Clasa a Xl-a, ziua a doua

SOLUTII
11.5. Fie M multimea numerelor naturale n>2 pentru care existda N numere naturale impare a caror suma
si produs coincid. Dacd neM, atunci existd numerele naturale impare a,a,,...,8, astfel incét
& +ay+...+a, =ady...a,. Fie a; =2k; +1, j=1n. Avem
QAy...a, = +a +...+a, = (2K +D) + (2K, +D) +...+ 2k, +D =2(k; + Ky +...+ k) +n,
de unde se obtine
N=aa,...a, —2(k;+k, +...+K,) = 2K+ (2Kk,+1)...2k,+1) —2(k;+ ko +...+ k) =
=4r+2(kj+Ko+...+K,) +1-2(kj+ ko +...+K,) =4r+1,

unde "EN®, Deoarece N> 2, rezultd cd n#1, adica r =0, ceea ce implica M {4r +1|r e[ *}. Deoarece
6r+3=1+1+...+1+3+(2r+1)=1.1-...-1.3-(2r +1),
- U —
4r-1 4r-1
VreN” avem {4r +1|r e] "} <= M. Deci, M ={dr +1|r e[ '}.

< = n . . . .
11.6. Se observa ca b, =b, ; +———, ¥Yn>2. Deoarece (a,),4 € o progresie aritmetica cu primul
ay...a5,

termen g =1 si rata r>0, rezulta cda a,q=1+nr, n=0,0. Pentru n=1 avem

1 1 1 1 1 1 y 1 1
== =—— =—— . Presupunem ca by ==——  , k=1L,n-1, n>2. Avem
&qa, 1+r r r@+r) r raa, rrqa,...a
n 1 1 n 1 nr-a 1 1
b,=b 4 +——m==- + =—+ R et
qay...8n,1 I raydy...a, rdy...a,, I raa...a,3 I rqay...a,,

def N
Se observd cd C, = &ay...a,,1 =(1+@A+2r)...A+nr)>1, n=10. Deoarece (c,),.4 €ste monoton

. o o o . C . .
strict crescator, rezultd cd 3 lim ¢, =L, unde 1< L <-+oo. Deoarece —™ =1+nr — +w (N —> +0), rezulta ca
nN—o0 Cn—l

L=L-(+0), adicd L=+00. Deci, limb, =1—0=1.
n—o r r

11.7. Fie O mijlocul diagonalei AC . Deoarece |AO|=|OC| si DD’ este
inaltime in triunghiurile AOD si COD, rezulta ca Spop = Scop (1)
Similar, deoarece |AO|=|OC| si BB' este indltime in triunghiurile AOB
si COB, rezulta ca Spog =Scog (2). Din (1) si (2) avem

SoeaD = Saop +Sa0B = Scop * Scos = Soscp ©)

Deci, punctul O apartine locului geometric cautat.
Ducem prin punctul O o paralela la dreapta BD, intersectand frontiera
patrulaterului convex in punctele P si Q. Vom demonstra ca locul
geometric cautat este segmentul [PQ].

Fie M €[PQ]. Sa demonstram cd Sypcp =Syeap. Deoarece
MO||BD, avem d(M,BD) =d(O,BD). Consideram doua cazuri:
Cazul 1.
Punctele A si O sunt in semiplane diferite determinate de dreapta BD
(sau punctul O se afla pe BD)

Se obtine Sygap = Sasp +Sepm = Saepd + SBoD = SoBAD |
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(3)
Smecp = Spac * Speo * Some T Smap = Spac + Speo + Somp + Smap = Soecd = SosAD -

Deci, Sypap = Smiecp -
Cazul Il. Punctele A si O sunt in acelasi semiplan determinat de dreapta BD (Cazul cdnd in desenul de mai
sus punctele A si C sunt inversate).

Se obtine Sycp =Scep +SepMm = Scap + Ssob = SoscD
(3)
SmeaD = Spga +Speo +Soms + Smap = Spoa + Speo *+ Somp + Smob = Sosap = SoscD -

Deci, Sygap = Swmscp -
Sa demonstram si reciproca. Fie Sypgap =Smeep- S&@ demonstraim cd M €[PQ]. Deoarece

1 1

Smeap +Smecp = Sascp > rezultd ca Sygap = Smecp :ESABCD . Similar, avem Spgap = Sopcp :ESABCD'

DeCi, SMBAD = SOBAD , C€€a CC lmphCEVl SABD + SBDO = SABD +SBDM , adica SBDO = SBDM . in COHCIUZie,
d(M,BD)=d(O,BD). Daci ar fi punctele M si O in semiplane diferite determinate de dreapta BD, atunci
ar fi justé inegalitatea SABCD = SMBAD + SOBCD < SABD + SOBD = SABOD y Contradict’:ie. DeCi, M e [PQ] .

11.8. Se coloreaza tabla in doua culori (alb si negru) astfel incat orice doua celule vecine au culori diferite.
Presupunem ca celulele de pe diagonala secundara sunt colorate in negru. Se observa ca orice dreptunghi de
dimensiune 1x2 acopera doud celule de culori diferite. Deci, o conditie necesara pentru problema de
acoperire formulata este faptul ca dupa amplasarea a cate un patratel unitar in fiecare linie si coloana numarul
de celule albe si negre ramase sa fie egale intre ele.

Se obtine cite 0 acoperire posibila pentru cazurile n=4 si n=5 (a se
vedea Fig. 1). Cu * au fost marcate celulele acoperite cu patratele unitare, iar
cu numere egale intre ele celulele acoperite de acelasi dreptunghi. De
asemenea, pentru n sau m par, orice dreptunghi complet de dimensiune
mxn, fara patratele unitare amplasate, poate fi acoperit in mod evident cu
dreptunghiuri de dimensiune 1x 2.

Daca n=4k, atunci tabla se descompune in blocuri 4x4, pe diagonala
principala fiind blocuri 4x4 de forma din Fig. 1, iar celelale blocuri fiind complete. Deci, acoperirea exista.

Daca n=4k+1, atunci tabla se descompune intr-un bloc 5x5 (de forma Fig. 1) si mai multe blocuri
4x4 (de forma Fig. 1) pe diagonala principala, doua dreptunghiuri complete de dimensiune 5x (4k—4), iar
celelale blocuri fiind patrate complete de dimensiune 4x4. Deci, acoperirea exista.

Se observa ca dacd n este par numarul total de celule de fiecare culoare sunt egale intre ele, iar dacd n
este impar, numarul total de celule negre este cu 1 mai mare decat numarul total de celule albe. De asemenea,
se observa cd orice combinatie de patratele unitare amplasate poate fi obtinutd pornind de la selectarea
celulelor de pe diagonala principala aplicind un numar finit de interschimbiri de coloani a doua patritele. In
urma fiecdrei interschimbari sunt posibile doua situatii:

a. Numarul de patratele negre unitare amplasate si numarul de patratele albe unitare amplasate raman
aceleasi (daca patratelele interschimbate au fost de culori diferite);

b. Numadrul de patratele unitare amplasate de o culoare creste cu 2 iar numarul de patratele unitare
amplasate de cealalta culoare scade cu 2, paritatea acestor numere ramanand, de asemenea, neschimbata.

Daca n=4k+2 (par), atunci, conform 1) si 5), numarul de patratele unitare amplasate albe este par si
numarul de patratele unitare amplasate negre este par si aceste numere sunt egale, contradictie cu faptul ca

n . . . . e
5= 2k +1 este impar. Deci, acoperirea nu exista.

Daca n=4k+3 (impar), atunci, conform 1) si 5), numarul de patratele unitare amplasate albe este par si
numarul de patratele unitare amplasate negre este impar (cu 1 mai mult decat albe). Deci, ar trebui sa fie
acoperite cu patratele unitare 2k +2 celule negre si 2k +1 celule albe, contradictie cu paritatea acestora.

Deci, acoperirea nu exista. Raspuns: n=4k si n=4k+1, k =1,00.
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Barem de corectare

(1p) a; =2k; +1, j=1n.

(1p) n=(2k+1)(2k,+1)...2k,+D) —2(ky+ Ky +...+K) .

(1p) n=4r+1,unde r el .

(1p) M {4r+1|rel }.

(2p) 6r+3=1+1+...+1+3+(2r+1)=1-1-...-1-3-(2r+1), vrel”
4r-1 4r-1

(1p) M ={ar +1jrel }.

(1p) by =y +————, ¥n>2.
&ay... 85,1

(1p) a,,4 =1+nr,n=0,c0.

1 1 1 1 1 1
p) y=—-=——==- ==- .
qa, 1+r r r(@+r) r raa,
1 1
(1p) Presupunere by ==————, k=1n-1, n>2.
rraay...a
n 1 1 n 1 nr-a 1 1
(1p) by =by g +——=—- + -4 % - -
Hay...8,q I ryay..a, rady...ap,; I rdy...ap,; I rqay...a,,
def
(1p) ¢, = yay...a,,4 —>+0, N —>+0.

(tp) limb, =2—0=1,
n—o0 r r

(1p) Obtinerea relatiilor (1) si (2).

(1p) Obtinerea faptului ca punctul O apartine locului geometric;

(1p) Intuirea locului geometric;

(2p) Demonstrarea ca pentru VM €[PQ] este justa egalitatea Sygap = Smpep (céte 1p pentru fiecare caz);

(1p) Demonstrarea ca daca Sypap = Smeep » atunci d(M, BD) =d (O, BD)
(1p ) Demonstrarea ca dacd Sygap = Smpep - atunci M €[PQ].

(1p) Colorarea in doua culori. Deducerea faptului ca dupa amplasarea a cate un patratel unitar in fiecare linie si
coloand numarul de celule albe si negre ramase trebuie sa fie egale intre ele.

(1p) Cazurile particulare n=4 si n=5. Acoperirea dreptunghiurilor complete cu o latura para.

(1p) Cazul n=4k.

(1p) Cazul n=4k +1.

(1p) Compararea numerelor totale de celule albe si negre. Studierea paritatii numerelor de patratele albe si
negre.

(1p) Cazul n=4k +2.

(1p) Cazul n=4k +3.



