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A 59-a OLIMPIADĂ DE MATEMATICĂ A REPUBLICII MOLDOVA   

Chișinău, 27 februarie – 2 martie 2015 

Clasa a XI-a, ziua a doua  
SOLUȚII 

11.5. Fie M  mulțimea numerelor naturale 2n   pentru care există n  numere naturale impare a căror sumă 

și produs coincid. Dacă n M , atunci există numerele naturale impare 1 2, , , na a a  astfel încât 

1 2 1 2n na a a a a a    . Fie 2 1, 1,j ja k j n   . Avem  

1 2 1 2 1 2 1 2(2k 1) (2k 1) (2k 1) 2(k ) nn n n na a a a a a k k                , 

de unde se obține 

1 2 1 2 1 2 1 22(k ) (2k 1)(2k 1) (2k 1) 2(k )n n n nn a a a k k k k               

1 2 1 24 2(k k k ) 1 2(k k k ) 4r 1n nr            , 

unde .  Deoarece 2n  , rezultă că 1n  , adică 0r  , ceea ce implică *{4 1| }M r r   . Deoarece 

4 1 4 1

6 3 1 1 1 3 (2 1) 1 1 1 3 (2 1)

r r

r r r

 

               ,  

, avem *{4 1| } Mr r   . Deci, *{4 1| }M r r   . 

11.6. Se observă că 1
1 2 1

n n
n

n
b b

a a a




  , 2n  . Deoarece 1( )n na 
  e  o progresie aritmetică cu primul 

termen 1 1a   și rația 0r  , rezultă că 1 1 , 0,na nr n     . Pentru 1n   avem 

1
1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 (1 r)
b

a a r r r r ra a
     

 
. Presupunem că 

1 2 1

1 1
k

k

b
r ra a a 

  , 1, 1k n  , 2n  . Avem 

1
1

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1n
n n

n n n n n

nr an n
b b

a a a r ra a a ra a a r ra a a r ra a a




   


         . 

Se observă că 1 2 1 (1 r)(1 2r) (1 nr) 1
def

n nc a a a       , 1,n   . Deoarece 1( )n nc 
  este monoton 

strict crescător, rezultă că lim n
n

c L


  , unde 1 L   . Deoarece 
1

1 (n )n

n

c
nr

c 

    , rezultă că 

( )L L   , adică L   . Deci, 
1 1

lim 0n
n

b
r r

   . 

11.7. Fie O  mijlocul diagonalei AC . Deoarece AO OC  și DD  este 

înălțime în triunghiurile AOD  și COD , rezultă că AOD CODS S  (1). 

Similar, deoarece AO OC  și BB  este înălțime în triunghiurile AOB  

și COB , rezultă că AOB COBS S  (2). Din (1) și (2) avem 

OBAD AOD AOB COD COB OBCDS S S S S S                      (3) 

Deci, punctul O  aparține locului geometric căutat. 

Ducem prin punctul O  o paralelă la dreapta BD , intersectând frontiera 

patrulaterului convex în punctele P  și Q . Vom demonstra că locul 

geometric căutat este segmentul [ ]PQ .  

Fie [ ]M PQ . Să demonstrăm că MBCD MBADS S . Deoarece 

||MO BD , avem ( , ) ( , )d M BD d O BD . Considerăm două cazuri: 

Cazul I.  

Punctele A  și O  sunt în semiplane diferite determinate de dreapta BD  

(sau punctul O  se află pe BD )  

Se obține MBAD ABD BDM ABD BOD OBADS S S S S S     , 
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(3)

MBCD PQC PBO OMB MQD PQC PBO OMD MQD OBCD OBADS S S S S S S S S S S          . 

Deci, MBAD MBCDS S . 

Cazul II. Punctele A  și O  sunt în același semiplan determinat de dreapta BD  (cazul când în desenul de mai 

sus punctele A  și C  sunt inversate). 

Se obține MBCD CBD BDM CBD BOD OBCDS S S S S S     , 

(3)

MBAD PQA PBO OMB MQD PQA PBO OMD MQD OBAD OBCDS S S S S S S S S S S          . 

Deci, MBAD MBCDS S . 

Să demonstrăm și reciproca. Fie MBAD MBCDS S . Să demonstrăm că [ ]M PQ . Deoarece 

MBAD MBCD ABCDS S S  , rezultă că 
1

2
MBAD MBCD ABCDS S S  . Similar, avem 

1

2
OBAD OBCD ABCDS S S  . 

Deci, MBAD OBADS S , ceea ce implică ABD BDO ABD BDMS S S S   , adică BDO BDMS S . În concluzie, 

( , ) ( , )d M BD d O BD . Dacă ar fi punctele M  și O  în semiplane diferite determinate de dreapta BD , atunci 

ar fi justă inegalitatea ABCD MBAD OBCD ABD OBD ABODS S S S S S     , contradicție. Deci, [ ]M PQ . 

11.8. Se colorează tabla în două culori (alb și negru) astfel încât orice două celule vecine au culori diferite. 

Presupunem că celulele de pe diagonala secundară sunt colorate în negru. Se observă că orice dreptunghi de 

dimensiune 1 2  acoperă două celule de culori diferite. Deci, o condiție necesară pentru problema de 

acoperire formulată este faptul că după amplasarea a câte un pătrățel unitar în fiecare linie și coloană numărul 

de celule albe și negre rămase să fie egale între ele. 

Se obține câte o acoperire posibilă pentru cazurile 4n   și 5n   (a se 

vedea Fig. 1). Cu * au fost marcate celulele acoperite cu pătrățele unitare, iar 

cu numere egale între ele celulele acoperite de același dreptunghi. De 

asemenea, pentru n  sau m  par, orice dreptunghi complet de dimensiune 

m n , fără pătrățele unitare amplasate, poate fi acoperit în mod evident cu 

dreptunghiuri de dimensiune 1 2 . 

Dacă 4n k , atunci tabla se descompune în blocuri 4 4 , pe diagonala 

principală fiind blocuri 4 4  de forma din Fig. 1, iar celelale blocuri fiind complete. Deci, acoperirea există. 

Dacă 4 1n k  , atunci tabla se descompune într-un bloc 5 5  (de forma Fig. 1) și mai multe blocuri 

4 4  (de forma Fig. 1) pe diagonala principală, două dreptunghiuri complete de dimensiune 5 (4k 4)  , iar 

celelale blocuri fiind pătrate complete de dimensiune 4 4 . Deci, acoperirea există. 

Se observă că dacă n  este par numărul total de celule de fiecare culoare sunt egale între ele, iar dacă n  

este impar, numărul total de celule negre este cu 1 mai mare decât numărul total de celule albe. De asemenea, 

se observă că orice combinație de pătrățele unitare amplasate poate fi obținută pornind de la selectarea 

celulelor de pe diagonala principală aplicând un număr finit de interschimbări de coloană a două pătrățele. În 

urma fiecărei interschimbări sunt posibile două situații: 

a. Numărul de pătrățele negre unitare amplasate și numărul de pătrățele albe unitare amplasate rămân 

aceleași (dacă pătrățelele interschimbate au fost de culori diferite); 

b. Numărul de pătrățele unitare amplasate de o culoare crește cu 2 iar numărul de pătrățele unitare 

amplasate de cealaltă culoare scade cu 2, paritatea acestor numere rămânând, de asemenea, neschimbată. 

Dacă 4 2n k   (par), atunci, conform 1) și 5), numărul de pătrățele unitare amplasate albe este par și 

numărul de pătrățele unitare amplasate negre este par și aceste numere sunt egale, contradicție cu faptul că 

2 1
2

n
k   este impar. Deci, acoperirea nu există. 

Dacă 4 3n k   (impar), atunci, conform 1) și 5), numărul de pătrățele unitare amplasate albe este par și 

numărul de pătrățele unitare amplasate negre este impar (cu 1 mai mult decât albe). Deci, ar trebui să fie 

acoperite cu pătrățele unitare 2 2k   celule negre și 2 1k   celule albe, contradicție cu paritatea acestora. 

Deci, acoperirea nu există. Răspuns: 4n k  și 4 1n k  , 1,k   . 
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Barem de corectare 

11.5.  

1) (1p) 2 1, 1,j ja k j n   . 

2) (1p) 1 2 1 2(2k 1)(2k 1) (2k 1) 2(k )n nn k k        . 

3) (1p) 4r 1n   , unde r . 

4) (1p) 
*{4 1| }M r r   . 

5) (2p) 

4 1 4 1

6 3 1 1 1 3 (2 1) 1 1 1 3 (2 1)

r r

r r r

 

               , 
*r   

6) (1p) 
*{4 1| }M r r   . 

11.6.  

1) (1p) 1
1 2 1

n n
n

n
b b

a a a




  , 2n  . 

2) (1p) 1 1 , 0,na nr n     . 

3) (1p) 1
1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 (1 r)
b

a a r r r r ra a
     

 
. 

4) (1p) Presupunere 

1 2 1

1 1
k

k

b
r ra a a 

  , 1, 1k n  , 2n  . 

5) (1p) 1
1

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1n
n n

n n n n n

nr an n
b b

a a a r ra a a ra a a r ra a a r ra a a




   


         . 

6) (1p) 1 2 1

def

n nc a a a   , n . 

7) (1p) 
1 1

lim 0n
n

b
r r

   . 

11.7. 

1) (1p) Obținerea relațiilor (1) și (2). 

2) (1p) Obținerea faptului că punctul O  aparține locului geometric; 

3) (1p) Intuirea locului geometric; 

4) (2p) Demonstrarea că pentru [ ]M PQ   este justă egalitatea MBAD MBCDS S  (câte 1p pentru fiecare caz); 

5) (1p) Demonstrarea că dacă MBAD MBCDS S , atunci ( , ) ( , )d M BD d O BD  

6) (1p ) Demonstrarea că dacă MBAD MBCDS S , atunci [ ]M PQ . 

11.8.  

2) (1p) Colorarea în două culori. Deducerea faptului că după amplasarea a câte un pătrățel unitar în fiecare linie și 

coloană numărul de celule albe și negre rămase trebuie să fie egale între ele. 

3)  (1p) Cazurile particulare 4n   și 5n  . Acoperirea dreptunghiurilor complete cu o latură pară. 

4) (1p) Cazul 4n k . 

5) (1p) Cazul 4 1n k  . 

6) (1p) Compararea numerelor totale de celule albe și negre. Studierea parității numerelor de pătrățele albe și 

negre. 

7) (1p) Cazul 4 2n k  . 

8) (1p) Cazul 4 3n k  . 

 

 


