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Chisinau, 27 februarie —2 martie 2015
Clasa a Xl-a, prima zi

Solutii

11.1. Efectuind substitutia x = t + 1, obtinem:
f®)=—4t+1)3+12(t+ 1) —9(t + 1) + 1 = —4t3 + 3t, f(sinx) = —4sin3x + 3 sinx = sin 3x.

gr(x) = <f ofo ...0f> (sinx) = (f ofo ...Of) (sin3x) = (f ofo ...0f> (sin 3%2x) =...= sin(3*x)

de k ori de k—1 ori de k-2 ori
Atunci limita se va putea calcula astfel:
. . in(3k
lim,_, 2% = lim, _, sin(3%x) _ o

Raspuns: 3¥.

o ns t?
11.2. Vom ardta mai intii cd e'™2 > 7 (W)t € [0,4+) (1).

Pentru t =0 = e 2 >0 adevirati.

2
Pentru t > 0 inegalitatea este echivalenta cu t — 2 > ln% saut—2—2Int+2In2 >0, (V)t > 0.

. 2 -2
Fie f:(0,40) >R, f(t) =t—2—-2Int+2In2, f'(t)=1- ;th f'f)=0 = t=2,
f(2)=0.
t 0 2 +00
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Din tabel avem ca f(t) = 0, (V)t > 0.

. e +y)?2 .
Din x,y €[0,+®©) = x+ y€[0,+) si aplicind (1) avem e**Y~2 > % cu egalitate
< +y)? Z4y? . . 24y2
pentru x + y = 2. In continuare x 4y) >Z 4y cu egalitate pentru xy = 0, deci e**Y~2 > %,

(V) x,y € [0, +00) iar egalitate se obtine pentru x =2,y =0 saux =0,y = 2.

11.3. Notand |z;| =7, avem z; +Z, +Z; +Z; = 0, deci —+—+—+ =242 1 B %=
Z1 Zy Z3 Zy r r r r

Z1+2, + Z3+2Z, zZ1+2z, Z1+2,

0

Z12Z5 Z37Z4 Z12Z5 Z37Z4

Daca z; +z, =0 atunci z3 + z4 = 0 si concluzia rezulta imediat.
1

2122 Z3Zy

Z3Z4 = 2242124 + 2321 + 292, = 21(2 + Z, + 23+ 2,) = 0, rezulticd z; + 23 =0 sau z; + z, = 0.

Rezulta = 0,de unde (z; + z) (L - ) =0.

Z122 Z3Z4

Daca =0, atunci z,z, = z3z,. Analizim expresia (z; + z3)(zy + 2z4) = z2+2,24 + 232, +

Daca z; + z3; = 0 atunci z, + z, = 0 si concluzia rezulta imediat.
5 . .1 01 1 1 . - .
Dacda z; +z, =0 atunci z, +2z3 =0 si St atato= 0, pentru orice numadr natural impar n.
4

1 2 3

11.4. Daca P = Q, atunci P este punctul de intersectie al mediatoarelor segmentelor AC si BC. Din
aceste considerente CR este mediatoarea segmentului AB. Simetria in raport cu dreapta CR implica
A(A PRK)= A(A QRL).

Fie P # Q. Dreptele PK si LQ se intersecteaza in punctul O centrul cercului circumscris
triunghiului ABC (vezi figura alaturatd). Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice CLQ si CKP



avem PK:-CQ=QL-CP si «CQL= «CPK. In continuare,
triunghiul OPQ este isoscel cu baza [PQ], iar punctele P si Q
sunt simetrice in raport cu punctul M - piciorul
perpendicularei din O la CR. Punctul M este mijlocul
segmentului CR, de aceea CP = QR si CQ = PR. Raportul
ariilor triunghiurilor din enunt este egal cu:

A(APRK) _ PK-PR'sin(<¢RPK) _ PK-CQ-sin(£CPK)

A(AQRL)  QL-QR'SIn(ZRQL) _ QL-CP-sin(2CQL)




BAREM DE CORECTARE

Problema 11.1.
A indicat Substitufia X = £ 4 L..ooiiiii e Ip
Aobtinut f(£) = 3t — 4t3 Lo Ip
A scris argumentat f(Sinx) = SIN3X ...o.iiiiiii e, Ip
A obtinut g, (x) = (f ofo ...of) (SINBX) ettt Ip
de k-1 ori
A obtinut g, (x) = (f ofo ...of) (SIN32X) o Ip
de k-2 ori
Adedus cid gr(x) = sIN(3RX) oo, p
A calculat corect lIMIta ........o.iieiiii e Ip
Problema 11.2.
o . t?
A indicat inegalitatea et~2 > 7 (V)L E [0,490) ooeieiiei e Ip
A verificat ca inegalitatea este adevaratd pentru t = 0 ..., Ip
A definit functia f:(0,+) > R, f(t) = t—2—-2Int+2In2 ... Ip
A demonstrate ca f(t) =0, (V)t >0 cuegalitatepentru t =2 ......ccooiiiiiiiiiiiinns Ip
+y)2 :
A obtinut argumentat ci e*¥*tY~2 > % cu egalitate pentru x+y =2 ..o, Ip
+y)? 24y2 .
A indicat ca x 4y) > 4y cuegalitate pentru xy =0 ..o, Ip
A obtinut conditiile de egalitate x =2,y =0 SaUXx =0,y =2 ...coiiiiiiiiiiiiiiiiiieeenan, Ip
Problema 11.3.
Aaratat € Z; + Zy + Z3 4+ Z4 = 0 oo Ip
A obtinut argumentat ca o b = 0 Ip
Zq Zy Z3 Zy
. 1 1
A scris argumentat (z; + z,) (E — a) 0 o Ip
A obtinut demonstragia pentru Z; 4 Z = 0 ceoiiiiiiii 1p
In cazul z,z, = z3z, ,aobtinut z; + 23 =0 SAU 23 + 23 = 0 ..oooeivniiii e Ip
A finisat demonstratia pentru Z; + Z3 = 0 ..o Ip
A finisat demonstrafia pentru z; + Z5 = 0 oo e Ip
Problema 11.4.
A demonstrat egalitatea ariilor triunghiurilor mentionate incazul P = Q ..............coceoeiininn. Ip
Pentru P # Q, a prezentat un desen adecvat conditiilor dinenunt .......................ccoin Ip
A demonstrat asemanarea triunghiurilor dreptunghice CLQ si CKP .............ccoivviinnnn.n. lp
Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice a dedus: 1) PK - CQ = QL CP ...............ccce.... Ip
2) LCQL = £CPK ooviiiiiiiiiiiiii Ip

A demonstrat c& CP = QR Si CQ = PR ... Ip
A demonstrat egalitatea ariilor triunghiurilor RPK si RQL



