A 59-a OLIMPIADA REPUBLICANA DE MATEMATICA
Chisinau, 27 februarie — 2 martie 2015
Clasa a X-a, ziua a doua
SOLUTII
Problema 10. 5:

Din  ¥x<n=x<n®. Atunci Ix+¥x <n=>x+¥x<n®>. Notim n®—-x=m,
meN=x=n-msi *—-m+¥Inf-m<n’=In-m<m=n*-m<m’=>n®><m?+m.
Avem m>n. In caz contrar, din m<n-1=n°<(n-1° +(n-1)=n*<n*-3n*+3n-1+n-1=
3n® —4n+2 <0, ceea ce este imposibil pentru ne N*. Deci, m>n si din x=n*-m =x<n®-n,

Atunci 3\/x+3\/x+...+§/§ si/ns—n+f§/n3—n+...+3\/n3—n <3{/n3—n+3\/n3—n+...+3\/n3—n =n.
Deci xe{0,1,2,....n° —nf, (¥)neN,n>2.
Raspuns: XE{O,l,Z,...,n3—n},(v)neN,n22.

Problema 10. 6:
Fie a, numarul numerelor naturale de n cifre cu proprietatea din enunt si M, este multimea

numerelor a, . Trebuie sa gasim Card M,, =a,,. Fie n>4. Atunci in mulfimea M, exista a, ,
numere cu prima cifrd 2, a, , numere cu primele doua cifre 12 si a, ; numere cu primele trei
cifre 112. Deci, a, =a, , +a, ,+a,, (1)

Cum a =2,a,=4,a,=7,atunci a,=13,a, =24,a, =44,a, =81, a, =149, a, = 274,
a,, =504.

Raspuns: 504.

Problema 10. 7:
n-1
Avem min(a;b)= %(a+b—|a—b|). Atunci > min(X, ; X,y )=2-D X +(X +x,)-

= =2
(X = X %o = Xo| o Xy = Xg]) = X+ X =X =X, |
-1
Rezultd cd ZHZ:Xk =QX1 — X+ [Xy = X5 |+ Xy —X4|)—|xl —X,| 20, deoarece daci
k=2
Q=X — Xy, 8y =X = Xgy ooy By =Xy =X, CU A =X — Xy, 8y =X, —Xgyeuny &g =Xy — X,
atunci din inegalitatea |a, +a, + ...+ a, | <|a|+[a,|+ ...+ [a | =

= [X, = X [ X = Xa|+ X =X =[x =X, |



Problema 10. 8:
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Fie RS = PQ =1. Notim
AP =RX =x,PX =AR =y, PQNRS ={X}.
O<x<lI, 0<y<I
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1) Daca x=y =1, |=—:>Xe(BC) s
b+c
ARXP - romb.
BX | BC ¢ b

XC c-I P+C B+C c
X - piciorul bisectoarei duse din A.

Fie X = E - piciorul bisectoarei duse din
A = E e locului geometric.

2)y=0, x#0,AC=RS=I,PR; 1l BC,BR, =1=Db
2

x:AP:b—b—:ﬂ: AR, @1_9:1_9
c AC AB C C

= P e locului geometric.

3) Vom arata ca segmentul [PD]eSte locului
geometric cautat. Fie

X €(PD),R;S, =1,BR=b,RP Il BC

D e(BC), m(£CAD)=m(<BAD), RQ,NR,S, = {X}
R,S;Il AC, PQ, Il AB.

Ducem TQ, 11 AC.

X = AP, =TQ, :b[l—l—j,TA: PQ,. Din
c

ABTQ,~ABAC = 12 BT _C=RQ 'py
AC AB
1_|_ — C_P].Ql =1- PlQl = PlQl :I
C C c



Barem de corectare
Problema 10. 5:

1) Stabileste x<n®, x,neN, n>2

2) Stabileste n® <m®+m, x=n®-m

3) Demonstreazici m>n, neN", n>2

4) Aratici x<n®-n, xeN

5) Arati ca numerele x cu X < n® —n satisfac inegalitatea din enunt
Total

Problema 10. 6:

1) Calculeazd &, =2,a, =4,8, =7...

2) Exista @, , numere cu proprietatea din enunt si prima cifra= 2

3) Exista a,_, numere cu proprietatea din enunt si primele 2 cifre =12

4) Exista a,_, numere cu proprietatea din enunt si primele 3 cifre=112

5) Stabileste relatia a, =a, ; +a, , +a,

6) Gaseste corect a,, = 504
Total

Problema 10. 7

1) Scrie min (a; b):%(a+b—|a—b|)

2) Desfasurarea egalitatii din enunt
a) partea stanga
b) partea dreapta

1 1
3) Obtine egalitatea ZHZ: X, = nz:|xk - Xk+1| - |X1 - Xn|
k=1

k=2
n-1
4) Arati ) X, >0
k=2
Total:

Problema 10. 8
1) Géseste relatia pentru X:

X = b(l—lj ,unde PQ=PS =1
C
2) Gaseste relatia pentru y:
y= c(l—lgj ,unde PQ =PS =1

3) Arata ci piciorul bisectoarei duse din A apartine locului geometric

4) Aratd ca daci BR, = AC =b, R, € (AB) iar D (AC) cu DR, I BC,

atunci D apartine locului geometric

5) Arata ca segmentul [D P] este locul geometric cdutat si verifica egalitatea PQ, = R;S,;

Total:
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