A 60-a OLIMPIADA REPUBLICANA DE MATEMATICA
Chisinau, 26 februarie — 29 februarie 2016
Clasa a X-a, prima zi

SOLUTII
Problema 10.1:
Solutie: Din (x; —25)* > 0 avem
2

X: . — A
! >25 Vi=1;4.Inbaza MA> MG capatam
2x. — 25

X; X2 x5 X’

L 4 + + =
2%, —25 2%, —25 2%, 25 2% 25
2 2 2
_ggl % % X 54 425.05.05.05 —4.25-100.
2%, - 25 2%, - 25 2%, 25 2%, - 25
Deoarece E(25; 25; 25;25)=100 rezulta ca min E(x,, X,, X5, X, ) =100.

xi>12,5

X2 > 2% 25252 = x? > 25(2x, — 25) =

E(X,, X, X5, %, ) > 4 zi/

Problema 10. 2:

Solutie: Fie n - numarul tuturor patratelelor negre din dreptunghiul dat. Orice patrat 3x3 din
acest dreptunghi are exact 7 patratele albe si 2 patritele negre. Intr-adevir daca patratelul central
este alb atunci acest patrat are exact 2 patratele negre si deci celelalte 7 sunt albe. Daca insa
patratelul central este negru atunci el are exact 7 patratele albe si deci celelalte sunt negre.
Consideram patratul format din primele 2016 coloane ale dreptunghiul dat si 1l divizdm in patrate

2
3x3. Vom avea (%) =672% asemenea patrate si deci patratul considerat va avea 2-672°
patritele negre. Deci ultima coloani a dreptunghiul dat are n—2-672% pitritele negre. In mod
analog deducem ci patratul format din ultimele 2016 coloane ale dreptunghiul dat are 2-672?
pitratele negre. Deci in prima coloani a dreptunghiul dat sunt n—2-672 patratele negre c.t.d.

Problema 10. 3:
Solutie: Submultimea C =1{673;674;...;2016} are 2016—-672=1344 elemente si
VceC 3a>3-673=2019 adica nu satisface conditia din problema. Deci n > card =1344.

Fie acum Bc A si cardB=1345. Notam B, =BN{;2;...;672},B, =BNC,
m=card B,. Deoarece B (1B,=< iar B, UB, =B rezulta cd multimea B, constd din
1345—m elemente. Pentru orice x B, existd un singur numar k e N* astfel ca 3% -xeC si
considerdm aplicatia f :B, —C, f(x)=3" -x sunt posibile 2 cazuri:

1) feste injectiva;

2) fnu este injectiva.
in  primul caz card f(B)=cardB,=m. Deoarece f(B,)cC B,cC i
card f (B,)+card B, =m+1345-m=1345>1344=cardC rezulta f(B,)NB, = adica
dbeB, si acB, incat f(b)=a.Deci 3“-b=a,unde k,eN"a,beB.

In cazul al doilea 3a,beB,,a>b astfel ca 3“-a=3“-b. Deci k, <k, si prin urmare
a=3%".b. Deci n=1345.



Problema 10. 4:
Solutie: Lemd. Daci in trapezul cu bazele u, v, (u < V) punctul T de pe latura laterald o imparte
in raportul k incepand de la baza mare atunci segmentul taiat de laturile laterale pe dreapta ce

: : v+k
trece prin T paralel bazelor are lungimea egala cu 1 ku .
+
G u H
T ©) T,
L G, Vv K

Demonstratie. Fie GHKL trapez, GHII KL , GH=v,KL=v,u<vVv,T eGL si %:k.

Luam punctele G, e KL si T, e HK astfel ca GG,II HK si TT,1I KL. Fie O punctul de
intersectie al segmentelor GG, si TT,. Din asemanarea triunghiurilor GLG, si GTO avem
LG, GL GT+LT LT

= = =1+—=1+Kk.

TO GT  GT GT
Deci TO= £ _ Y=Y Atunci TT, =T,0+ TO =y + Y=Y VKU
1+k 1+Kk 1+k 1+Kk

Sa demonstram 1) = 2).
Fie AA, bisectoarea unghiului A(A €BC) si C, € AB, B, € AC astfel ca AC,II AC si
A B, 11 AB. Paralelogramul AB,AC, este romb si deci punctul X se va afla in interiuorul acestui

romb. Daca d este lungimea segmentului taiat de doua laturi ale triunghiului ABC pe dreapta ce
trece prin X paralel la cea de-a treia atunci AC, <d <BC =a.

Din teorema bisectoarei in triunghi avem AB :t;i si AC :ba_b. Din asemdnarea
+ +C
triunghiurilor ABC si C,BA, rezulta ca AC E, de unde
C.A  BA
h. 2
AC-AB "pic be
A:I_Cl p— p— p— .
BC a b+c

Deci 2 < a de unde bc<a(b+c).
b+c



\ ¢

Q S

Sa demonstram acum 2) = 1). Fie D € AB astfel ca BD = AC =b iar E € AC astfel ca
DEII BC. Luam E, € AC astfel ca EE, 11 AB. Fie Y un punct arbitrar din interiorul

segmentului A E si P,Q punctele de intersectie ale dreptei ce trece prin Y paralel la AB cu
laturile AC si BC respectiv iar R, S punctele de intersectie ale dreptei ce trece prin Y paralel

. . : EY . N
la AC cu laturile AB si BC respectiv. Daca — = k atunci conform teoremei lui Tales avem

EP _EY _CS _,
PB, YA SA




EE, + kAB,

In baza lemei, din trapezul B,AE,E avem PQ = Tk
+

_ AC +kAC,
- 1+k
Deoarece EE, =BD = AC s1 AB, = AC, rezultica PQ=RS.
Daca B’ AC si BB’ bisectoarea unghiului ABC iar D' € AB astfel ca AD'=BC =a

lar din trapezul AC,AC

RS

atunci din ipoteza a>b£=AC1 rezultd ca D'e BC,. Daca E'eBCsi D'E'Il AC atunci
+C

analog se demonstreaza ca, orice punct Z din interiorul segmentului B'E’ satisface conditia:
segmentele taiate de laturile triunghiului ABC pe dreptele ce trec prin Z paralel la AB si

respectiv. BC sint congruente. Din asemanareca AABC ~AADE avem E:% si deci
AE = AC - AD = b(c—a)_ Din teorema bisectoarei deducem AB’ :i (CB’ :a_le Deci
AB c a+c a+c
AE < AR RCd)_be o cma o o e 2 si astfel B'eCE. Prin
c a+c C a-c¢

urmare segmentele [AE] si [B'E’] au un punct comun X care, evident, satisface conditiei 1) c.t.d.
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Barem de corectare

Problema No 10.1:

2

1) Demonstreazéx—i >25Vi=1;4 3 puncte
2x, —25
2) Aplici MA> MG si obtine E (X, X,, X5, X, ) >100 3 puncte
3) E(25; 25; 25;25)=100 1 punct
Total: 7 puncte

Problema Ne 10.2:

1) Demonstreaza ca fiecare patrat 3x 3 contine exact7 patratele

albe si 2 negre de dimensiunile 1x1. 4 puncte
2) Demonstreaza ca patratul format din primele 2016 coloane,

de asemenea si patratul care contine ultimele 2016 coloane contine:

a) 6727 patrate 3x 3 1 punct
b) 2-672° - patrate negre 1 punct
¢) Numirul de patratele negre este N —2-672°

(unde n este numarul total de patratele negre) 1 punct

Concluzie: in I si ultima coloana sunt N —2- 6727 patratele negre.
Total: 7 puncte

Problema No 10.3:

1) Demonstreaza N >1344 2 puncte
2) Pentru B < Acard B =1345

Considers B, = BN {L; 2;...;672} si B, =B {673; 674;...; 2016} 1 punct
3) Considera functia f : B, — {673; 674; ...; 2016}, f (x)=3" -x 1 punct
4) Cazul f injectiva 1 punct
5) Cazul f neinjectiva 1 punct
6) Concluzie finala N =1345 1 punct

Total: 7 puncte

Problema No 10.4:

1) Lema despre trapez 1 punct
2)1) =2) 3 puncte
3)2) =1) 3 puncte

Total: 7 puncte



