A 59-a OLIMPIADA REPUBLICANA DE MATEMATICA
Chisinau, 27 februarie — 2 martie 2015
Clasa a X-a, prima zi

SOLUTII
Problema 10.1:
Deoarece
(a—2m)*>0=a’>4m(a-m)
(b-2m)* >0=b? > 4m(b—m)
(c—2m)* >0=c? > 4m(c—m)
2 2
apoi aplicind MA > MG avem a b* ¢ 4m a—m)+4m(b—m)+4m(c_m):
b—m c— m a-— m b—m c—m a—-m
:4m(a—m+b—m+c—mj>4m3\/a b-mc-m_.,
b-m ¢c-m a-m b c—m a-m

Problema 10. 2
1 1
13 3ly 2015
1) x =5k . Avem 5(31y +13-5k)=5k- y:5 <> 31y + 65k = ky < y(k —31) =65k
65k 2015

Y =131 31_65 k—ngemk 3le D, = {1; 5;13; 31; 65; 155; 403; 2015}

| 2015 < 155y +65x = xy <> 5(31y +13x) = xy . Deci x:5oriy:5

Astfel avem multimea de solugii{ 5k; % k 6{32 36; 44, 62;96;189; 434, 20465}

= {(160; 2080), (180; 468), (220; 220), (310;130), (480; 96), (930; 78), (2170; 70), (10230; 66)}
2) y=5n. Avem 5(31-5n+13x)=5nx <> 155n+13x = nx <>(n —13)x =155n <
~155n 2015

=155+
n-13 n-13

{1551”3; 5n|ne {l4;18; 26; 44; 78;168; 416; 2028} =
n_

= {(156;10140), (160; 2080), (168; 840), (189; 390), (220; 220), (310; 130), (558; 90), (2170; 70)}

. Deci n—13 e D, si obtinem multimea de solutii

Rispuns: {(156;10140), (160; 2080), (168; 840), (180; 468), (180; 468), (220; 220),
(310; 130), (480; 96), (558; 908) (930; 78), (2170; 70), (10230; 66)}



Problema 10. 3:

Deoarece PN si PB sunt tangente la @ rezulta
ca NP = PB si OP este bisectoarea ~NOB.
Cum NO =BO avem OP 1 NB. Deoarece

. . / : MZANB =90° rezultd ca AN si OP sunt
Y, o |
M 4 // /\/O\ paralele. Atunci triunghiurile dreptunghice
- ’ S AOM si OBP sunt congruente si deci
= e \ MO = PB . Astfel MO = NP . Deci MONP -
A - A - ) .
0 [ trapez isoscel, deci inscriptibil.

Problema 10. 4:
Divizam cercul dat prin 5 raze in 5 sectoare cu marimi egale cu 72° fiecare. Deoarece exista o
infinitate de asemenea divizari si doar un numdr finit de puncte A, A,,..., Ayy5 s€ va gasi o

divizare astfel Incat nici unul din punctele date nu apartine nici unei raze a acestei divizari. Cum
2015=5-403 1n aceasta divizare vom avea un sector in interiorul cdruia vor fi cel mult 403
puncte i un sector in interiorul caruia vor fi cel putin 403 puncte. Remarcdm ca orice raza a
cercului dat contine cel mult un punct din cele date.

Numim migcarea a unui sector o rotatie a sa intr-un sens pana cand unul din punctele interioare
paraseste sectorul sdu pana cand unul din punctele exterioare intra in interiorul acestuia. Evident
ca in rezultatul unei singure miscari numarul punctelor din interiorul sectorului se modifica cel
mult cu o unitate (el se conserva cand se produce simultan intrarea unui punct si iesirea altuia).
Dupa un numar finit de miscari a sectorului cu cel mult 403 puncte el se va suprapune pe
sectorul cu cel putin 403 puncte. Variatia cu cel mult 0 unitate a numarului de puncte din
interiorul sectorului ne asigura ca dupa careva miscare in interior vor fi exact 403 puncte.



Barem de corectare
Problema 10.1:

a’ >4m(a—m)
1) b* > 4m(b—m)
c? > 4m(c—m)
2) Aplicarea MA> MG
Total:

Problema 10.2:

1) Forma 155y + 65X = Xy
2) x:5 ori y:5

3) cazul x:5

4) cazul y:5

5) raspuns corect

Total:

Problema 10.3:

1) OP L NB

2) AN || OP

3) MO =PB

4) MOPN trapez inscriptibil

Total:

Problema 10.4:

1) Existenta divizarii in 5 sectoare de 72° prin raze ce nu contin nici un punct dat

2) Existenta sectoarelor cu cel mult si respectiv cel putin 403puncte

3) Conceptul de miscare

4) Variatia dupa o miscare cu cel mult 0 unitate a numarului de puncte din interiorul sectorului
5) Un numar finit de miscari duce la suprapunerea celor 2 sectoare

6) Concluzia finala

Total:

4 puncte

3 puncte

7 puncte

1 punct
1 punct

2 puncte
2 puncte
1 punct

7 puncte

2 puncte
2 puncte
2 puncte
1 punct

7 puncte

1 punct
1 punct
2 puncte
1 punct
1 punct
1 punct

7 puncte



