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Clasa a Xl-a, prima zi

Solugii
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11.1. Din enunf avem x; > 1. In continuare x, = o1 > 1. Prin metoda inductiei matematice se arata
-
. . . 3 X X,
X, >1 pentru orice n > 1. Sirul este strict crescitor, deoarece X,,; —X, = :L—Xn = 1 >0,
X, — X, —

pentru orice n > 1. Presupunem ca sirul este marginit , atunci el este convergent. Fie x limita lui. Din
relatia de recurenta se obtine:
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limx,,, =lim =>X= = Xx=0=limx, =0, contradictie pentru cd X, >1. Deci sirul nu
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este marginit si lim X, =+o0. Pentru a afla lim — folosim lema lui Cezaro-Stolz:
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Raspuns: 1.

11.2. Fie O punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului din enunt, notat ABCD, iar AA;,
BB,, CCy, DD,, 00, perpendiculare la planul g si A, By, C;, D;, 0, € B . Atunci AA, || 00, || CC;
rezultd cd punctele A,A;, 04, C;, C, O se afla intrun plan, iar [00,] este linia mijlocie a trapezului
AA,C,C. Deci AA;+CC,=2-00,. Analog BB;+DD,=2-00; .
Suma distantelor de la virfurile paralelogramului ABCD pina la planul

B este AA, +BB,+CC, +DD;=4-00,<4-0P=4a.

12.3 Avem f/(x)=4x® —4ax = 4x-(x* —a).
I. Pentru a<0 functia f are un singur punct critic care este punct de
minim. Deci pentru a <0 functia f poate lua cea mai mare valoare pe

[-21] doar in punctele x=-2 sau x =1. Observim ci functia f este
para, rezulta ca f (— 2) =f (2) > f (1) (pentru a <0 functia f este
crescatoare pe [O,+oo)). Astfel r[1:|2al)]( f (X) =f (— 2) =16-8a+3a’.

II. Daca a > Ofunctia f are 3 puncte critice: X= —Ja ; Xx=0;

x=+a.

Usor se arata ca X = Qeste punct de maxim, X = Ja si X=—/a sunt puncte de minim.

Luind in consideratie monotonia functiei f avem: f(O) > f (— \/5) si f(O) > f (\/5)

in continuare vom compara valorile f(—2), f(0)si f(1). Avem (0)=3a?, f(l)=3a?-2a+1.
Evident pentru a > 2 se obtine f(O)Z f(— 2) si f(0)> f(l).

Usor se aratd cd pentru a < 2 se obtine f(— 2) > f(O) si f(— 2) > f(l).

Raspuns: maxf (x)=3a? —8a+16 pentru a<2; max f (x)=3a® pentru a>2.

11.4. Consideram functia f:R = R, f(x) = xarctgx. Cum f(—x) = f(x), Vx € R, rezultd ca f este
pard si are graficul simetric fatd de Oy. Este suficient sd demonstram inegalitatea cerutd pentru



X

X1, X2, ..., Xy € [0,+0). Din f'(x) = arctgx + =

[0, +00). In continuare f"(x) = > 0O,rezultd ca f este convexa pe [0, +00).
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Pentrun = 1, avem 2 =1 = x;=1 s1 xyarctgx, =arctgl = E
1

Fie n > 1, atunci pentru V x4, x5, ..., x, € [0, 4+0), avem:
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Zk_l,]:(x’() > f (Ek=n1xk) o Zk—1xkzrc 99Xk > Zk:,qlxk - arctyg (Zk=n1xk) €))
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Din (2) si (3) = Zk=n_1xk2 1 sicum f este crescatoare pe [0, +0) rezultd

f (M) >f(1) & Zﬁ:ﬂ—lxk - arctg (@) > % : (4)
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Yk=1Xparctgxy T

Din (1) si (4), rezulta - >- © Yr_ixgarctgx, = 7;—” YV X1, X9y oo,

4
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Cum f este para, rezultd cad Y;_; X arctgx, = Tn VYV Xq, X0, .o, X ER

>0, Vx >0, rezultd ca f este crescatoare pe

=1 (3)

X, € [0, +0).



