A 58-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chigindu, 28 februarie — 3 martie 2014
Clasa a X-a, ziua a doua

SOLUTII ALE PROBLEMELOR
10.5. (ro) Determinati toate valorile parametrului real a pentru care ecuatia |ax—]j —ax’ + (l— 2a)x +1 are 0 unica

solutie in A,
10.5. (ru) HaiinuTe Bce 3HAUEHMs JEHCTBUTENBHOIO IIapaMeTpa a , YTOObI ypaBHEHHE |ax—]j —ax® + (l— 2a)x +1

HUMCJI0 CAMHCTBCHHOC PCIICHUC B A

Rezolvare. 1. Fie a=0, atunci ecuatia are o singura solutie reald , X=0.
Observim ci O este solutie a ecuatiei date oricare ar fi aeR .
Va trebui sa determinam valorile parametrului real a pentru care doar numarul zero este solutie a ecuatiei.

2. Fie a>0, atunci

Y

|

ax—1, daca x>=,

lax—1 = 1a .
1-ax, daca x<=
a y=1l-ax y=ax-1
Tntr-un sistem de coordonate carteziene rectangulare xOy schitim graficele functiilor 1

v

f:R —>R, f(x)=]ax-1 si g:R >R, g(x)=ax® +{-2a)x+1.
Conditia problemei va fi verificatd daca dreapta Y =1—aX si
graficul functiei g vor avea doar punctul (0;1) comun.
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Consideram ecuatia ax® + (1— 2a)x +l=1-ax < axt + (1— a)x =0 N

) =1l-ax
Verificdm daca parabola are puncte comune cu dreapta Yy =X —1: 7

X? —X+1=X—-1<> X e@. Decipentru a =1 se verifici conditia problemei.

\ 4

. 1
ax—1, daca X<5' a

3. Fie a<0, atunci |ax—1| = L
1-ax, daca x> 3

Graficele functiilor T si g pot avea pozitia aldturata in sistemul de coordonate xOy. Conditia problemei va fi verificata

dacd dreapta Y =1—aX si graficul functiei g au doar punctul (0;1) comun. Aceasta, conform calculelor de mai sus, este

imposibil pentru a<0. Rispuns: a € {O;l}
10.6. (ro) Fie P un punct interior al liniei mijlocii a triunghiul ABC, determinata de mijloacele laturilor AB si AC.

Dreptele BP si CP intersecteaza laturile AC si AB n punctele D si E, respectiv. Demonstrati ca raportul distantelor de la

punctele A si P la dreapta DE este egal cu 2.
10.6. (ru) Ilycts P — BHyTpenHss Touka cpenHeil nuHuu TpeyronbHuka ABC, ¢ xonnamu Ha croponax AB u AC.

[Ipsimbie BP u CP  mepecekator cropoust AC u AB B Toukax D u E, coorBercTBeHHO. J[oKaKuTe, YTO COOTHOIIECHHUE
paccrostHuit oT Touek A u P 1o npsamoii DE pasno 2.

Demonstratie. Fie M = prycA, N = pryP.

A 1DE-AM 4
Vom demonstra ci :2<:>%_—=2<:>ﬁ:2.
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LaE. AD-sin(/BAC)

Anoe _ 2 _ AE-AD
Ansc ;AB-AC'sin(LBAC) AB-AC
Lep. DP-sin(/DPE)
Appe 2 _EP-DP

1
= = : Apcp =7 Anse-
Asce ;BP-CP-sin(LDPE) BP-CP c

Arpe  Apsc Appe AB-AC Appe AB-AC EP-DP

) . .. AE-AD BP-CP
Rezolvarea problemei s-a redus la demonstratia relatiei . =1
AB-AC EP-DP
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul ACE si transversala BD : % . E . @ =1. 1)
AB CD EP
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul ABD si transversala CE : Q . E . E =1. (2)
AC BE DP
Inmultind membru cu membru egalitatile (1) si (2), obtinem AE-AD-BP-CP =1. c.c.t.d.
AB-AC-EP-DP

. , o1 , :
10.7. (ro) Sa se afle toate numerele prime P pentru care reprezentarea zecimald a numarului — are perioada de 5 cifre.

10.7. (ru) Haiizure Bce mpocThle Ymcna P Ul KOTOPBIX JECATUYHOE IPEACTABICHHE YHCIA — HMMEeT HEepuoj B IIATh

p.
1 -
Rezolvare. Avem = =0,u,U,...u, (abcde) si notam u=u,U,...u, , v=(abcde).
P

1(; =Uu,U,...u, +0,(abcde)=u +%1. Astfel p((lO5 —1).1 +V)=1O”(1O5 —1). Prin urmare p trebuie sa fie

divizor al numerelor 10" ori 10°-1=3%-41.271, adicdi pe{2;3;5;41;271}. Avem 4%:0,(02439) si

1
5710 (00369).

Atunci

Raspuns: 41, 271.

10.8. (ro) Coloram 2014 puncte din plan fie cu alb, fie cu negru, astfel incit orice punct negru sa fie centrul unui cerc ce
trece prin trei puncte albe. Aflati numarul minim de puncte albe.

10.8. (ru) Kpacum 2014 tovek TmIoCKOCTH JIMOO B Oeblii 1BET, TUOO B YSPHBIA, TAKUM 00pa3oM, 4T0ObI Jr00ast YepHas
TOYKA MOTJIa ObI MOCIYXHTh LIEHTPOM OKPY)KHOCTH TPOXOJsIIeil Yyepe3 Tpu Oejble TOYkH. Haiinmure MUHMManbHOE YHCIIO
OembIX TOYEK.

Rezolvare.

Fie n — numarul punctelor albe, atunci numarul punctelor negre nu depaseste C,? .
Vomavea C3+n>2014 < ”(”+X”‘2) +Nn>2014 < n®—3n% +81>12084 < (n—1)° +5n>12083 (*).

1) Daca N=24, atunci (N—1f +5n =23 +120=12167+120>12083
2) Daca n=23, atunci (n—1f +5n=22° +115=10648+115<12083.

Deci cea mai mica solutie naturald a inecuatiei (*) este 24. Astfel, N>24.

Consideram o multime A de 24 de puncte din plan cu proprietatile ca oricare 3 dintre ele sunt necoliniare si oricare patru
dintre ele sunt neconciclice si le coloram cu alb (asemenea multime poate fi construitd prin metoda inductiei matematice).

Fie M :{X | X este centrul unui cerc ce trece prin trei puncte din A } .



Evident cardM =C§4:%3'22=2024. Coloram 2024-24=2000 de puncte din multimea M cu negru si

obtinem o multime de puncte colorate conform cerintelor problemei.
Réspuns: 24.



