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Solutii, barem

B9. Sa se arate ca nu existd patru puncte distincte in plan astfel incat distanta dintre oricare doud dintre ele
sa fie un numar impar.

B9. Ilokasark, 4TO HE CYIIECTBYET YETHIPEX PA3IMUHBIX TOYEK HA TNIOCKOCTH TAKUX, YTO PACCTOSIHUE MEXKIY
JFOOBIMH IBYMSI U3 HUX SIBJISICTCS] HEYSTHBIM YHCIIOM.

Solutie. Presupunem contrariul, si anume ca exista astfel de patru puncte in plan. Luam un sistem de
coordonate astfel incat punctele sa aiba coordonatele: (0, 0), (a, 0), (b, ¢), (d, e), unde a > 0.
Vom scrie X =y (mod n), daca X — Yy este un numar intreg care se divide cu n.
Se stie ca (2m + 1)>=4m(m + 1) + 1 =1 (mod 8).
Din ipoteze rezulta ca a este impar, iar
b%+c?=1 (mod 8), (a—b)? + c?=1 (mod 8), d* + e = 1 (mod 8),

(a—d)*+e’=1(mod 8), (b —d)* + (c —e)’>=1 (mod 8). 1)
Scazand din prima congruentd a doua, obtinem a’=2ab (mod 8), adica
a’ - 2ab = 8k, (2)

jar 2ab este un numar intreg impar. Inmultim toate coordonatele punctelor cu numarul impar a, ipotezele
problemei raman valabile si pastram pentru a’, ab, ac, ad, ae notatiile a, b, ¢, d, e. Relatiile (1) raman
valabile si in notatiile noi, iar (2) devine a — 2b = 8m, adica b = a/2 — 4m, b = a/2 (mod 4). Atunci b = a?/4 +
4p si b? = a%/4 (mod 4).

Prin urmare, din (1) avem c¢®=1—b? =1 —a%4 (mod 4). Analog

d = a/2 (mod 4), e =1 — a’/4 = c¢® (mod 4). (3)
Caurmare, d =b (mod 4), b — d este un intreg divizibil prin 4. Din (1) avem
(c—e)’=1—(b—d)*=1(mod 8) (4)

si (c —e)? este un intreg.
Din (3) si (4) obtinem
(c+e)=2c*+2e—(c—e)’=2(1-a%4) +2(1-a’/4)-1=3—-a’=2 (mod 4). (5)
Ca urmare, din (4) si (5) si din faptul ci (c — €)? si (c + €)® sunt numere intregi rezulti ca
(c®—e®)? = (c—e)*(c +e)’>=2 (mod 4),
contradictie cu (3).

Barem. 1. Alegerea sistemului de coordonate cu un punct in (0,0) si altul pe 0 axa ...........ccoeevenen. 1p.

2. Obtinerea relatiei @2 — 28D = 8K c.....vvceeeeeeeeeeeee e 1p.
3. Obtinerea relatiei €2 = 1 — @44 = € (MO 4) ....vooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p.
4. Obtinerea relatiei (C— €)% = 1 (MOU 8) .....ovvueveceereeieeeeeeee et 1p.
5. Obtinerea relatiei (C + €)% = 2 (MOU 4) ..ot 1p.

6. Obtinerea relatiei (c? — e)? = 2 (mod 4) si argumentarea contradictiel ............o.covveerevrevereseennnn. 1p.



B10. Sa se determine toate functiile f : R — R, care verifica egalitatea
FOF(Y) +y)+ Oy +x) = f(x+y)+2xy

pentru orice X,y € R.

B10. Haiitu Bce ¢pynkuuu f : R — R, KoTOpbIC yI0BIETBOPSIIOT PaBEHCTBY

FOE(Y)+y)+ F Oy +x) = f(x+y)+2xy
npu T00bIX X, Y € R.

Solutie. Daca punem 1n egalitatea data

fOxF(y)+y)+ f(xy+x)=f(x+y)+2xy 1)

x=1y =%, obtinem
1, 1 3 3
f(fE)+2)+ (=)= (=) +1.
(F+)+f)=1()+

Pentru a = f(%) +% avem f(a) = 1.

Daca punem in (1) y = @, atunci pentru orice X € R
f(x+a)+ f(xa+x)=f(x+a)+2ax < f(xa+Xx)=2ax. (@)
Dacd a = -1, atunci din (2) rezulta f(0) = a = -2a < a =0, contradictie. Deci, a # -1.

Notam x = t si obtinem f(t) = ﬁ-t, adica f(t) =ct, c e R.
a+l a+l

Daca punem in (1) obtinem

=1 f =X, R,
(+c-2xy=0,(x,yeR) & 2+c-220 o | (X)=x, xe
c=-2 f(x)=-2x, xeR.

Verificarea aratd ca ambele functii satisfac egalitatea (1).

Barem. 1. Existenta numarului @ pentru care f(2) = 1 ....cccooiviiiiiiiiiiieeeee e 1p.
2. Obtinerea relatiel T (XA +X) = 28X ..voiieiiiieiieie et 1p.
3. DEMONSIIAEA @ 7 = L .ieeiiiiiie ittt ettt e et e e s st e e ss b e e sab e e e sab e e e nnbeeensneeanneeans 1p.
4. ODENETEA T(X) T CX cuvertitiiiiiiieiieiet ettt sttt et b et b ettt e e b e bbbt bt bt se e et et benbeene s 2p.
5. Obtinerea valorilor € (€ = 1, € = =2) tiiiiiiiiiiiieiie sttt sttt st be e s eneenens 1p.

6. Verificarea sa argumentarea ¢ f €Ste SUIJECTIVA .......ooiiviriiriiniiiieiieeeeeeee e 1 p.



B11. Fie ABC un triunghi cu unghiul ascutit A. In interiorul triunghiului ABC se ia un punct P astfel incat
m(«£BAP) = m(£ACP) si m(£LCAP) = m(£LABP). Fie M si N centrele cercurilor inscrise in triunghiul ABP si,
respectiv, triunghiul ACP, iar R raza cercului circumscris triunghiului AMN. Sa se arate ca

1 1 1 1

—E .

R AB AC AP
B11. {an tpeyronsuuk ABC c octpeim yrimom A. Baytpu Tpeyronsauka ABC Gepercst Touka P Takas, dro
m(£BAP) = m(ZACP) u m(£LCAP) = m(£LABP). ITycte M u N — 1eHTpsl OKpY>KHOCTCH, BIHCAHHBIX B
TpeyroibHUK ABP 1, cooTBeTcTBeHHO, B TpeyroinbHuk ACP, a R — paanyc okpyXHOCTH, OITMCAaHHOW OKOJIO
tpeyronbHruka AMN. TTokasars, 4yTo

1 1 1 1

et —.

R AB AC AP

Solutie. Fie PM n AB = {E} si PN n AC = {F}. Din asemanarea triunghiurilor APB si CPA (UU)
rezulta ca m(ZLAPB) = m(LAPC), si, deci,
m(LAPE) = m(£LAPF), 1)

m(ZEPF) = % [M(£APB) + m(ZAPC)] = 180° — m(LEAF) = 180° — m(<BAC).

Deci, patrulaterul AEPF este inscriptibil si m(ZAPE) = m(LAFE) = m(£APF) = m(ZAEF) si din (1)
rezulta AE = EF.
In triunghiurile AEP si AFP segmentele AM si AN sunt bisectoare, deci,
PM AP AP PN
EM AE AF NF'
Conform reciprocei teoremei lui Thales, MN || EF. Cum triunghiul AEF este isoscel cu AE = AF

rezultd ca EF =2- AE -Sing. Din asemanarea triunghiurilor MPN si EPF avem % = % Deci,
MN :Ep.ﬂzgp. AP =2. AE - AP Y é
PE AP + AE AP + AE 2
Conform teoremei sinusurilor, din triunghiul AMN rezulta
lzz.sm(zMAN): 2 -s'né=i+i. @)
R MN MN 2 AP AE

Din asemanarea AAPB ~ ACPA avem AB-AP =AC-BP si AB-CP = AC-AP. Dar PE si DF sunt
bisectoare in triunghiul APB si, respectiv, in triunghiul APF. Rezulta ca
AE_MP L AE AP AE_ AP AE_ AP
BE PB ' FC PC _ AB AP+PB ' AC AP+PC
E_ AB- AP _AF - AC - AP

AP+PB AP+PC
1 _1[AP+PB AP+PC] 171 1 PB  CP ] 1 1
AE 2 | AB-AP AC-AP 2| AB AC AB-AP AC-AP AB AC’
deoarece Ezﬁzﬁ. Din (2) rezulta ca i=i+i+i.
CP AC PA R AB AC AP
Barem. 1. Demonstratia ca AE = AF (PM N AB ={E}, PN NAC ={F}) o 1p.
2. Demonstratia MN || EF ....cooiiii e 1p.
1 2 . A 1 1
e | B e PO RS 2p.
R MN 2 AP AE
4. AE—M—AF—M i:i+i,finalizarea ................................................. 1p.

AP+PB  AP+PC’' AE AB AC



B12. De-a lungul cercului sunt scrise n (n > 1) numere reale, a caror suma este egala cu n — 1. Sa se arate ca
aceste numere oricand pot fi notate consecutiv cu Xy, Xp, ..., Xn , incepand de la o pozitie oarecare in sensul
miscarii acelor ceasornicului, astfel incat X; + X +...+ X, =k —1 pentruorice 1 <k <n.

B12. I1o okpyxHOCTH HamucaHbl N (N > 1) 1eHCTBUTENBHBIX YMCEN, CyMMa KOTOPbIX paBHa N — 1. [Toka3ars,
YTO 3TH YHUCJIA BCEr/la MOXHO OOO3HAYMTH IOCIENOBATENBHO 4epe3 Xi, X2, ..., Xn, HAUMHAA C HEKOTOPOH
HO3HIUH 110 YACOBOM CTPEIIKE, TaK, YTOOBI X1 +Xp +...+ Xk =K —1 mpu mobom 1 <k <n.

Solutie. Inlocuim toate numerele x cu numerele respective y=1 — X. Suma numerelor noi este
Y y=>(1-x)=n-> x=n-(n-1)=1
y X X

Conditia ceruta

k
> x=k-1, k=1..,n, (1)

i—1
este echivalenta cu

Zk:yi zzk:(l—xi) =k—Zk:xi <k-(k-1D=1 k=1..,n,

i=1 i=1
adica

k
>¥i<h  k=l..n @
i=1

Vom demonstra prin inductie dupa n ca se poate nota in mod consecutiv numerele noi de la o pozitie
oarecare in sensul miscarii acelor ceasornicului de-a lungul cercului cu vy, Vo, ..., Yy astfel incat sa aiba loc
().

Pentru n = 1 afirmatia este evidenta.

Presupunem ca ea este adevarata pentru orice m numere, suma carora este egala cu 1. Fie date m +
1 numere, suma carora este egala cu 1. Rezulta ca printre ele exista cel putin un numar pozitiv. Notdm acest
numdr cu a si vecinul sau (in sensul opus miscarii acelor ceasornicului) cu p. Inlocuim numerele o si f cu un
singur numar o + . Obfinem M numere, suma carora este egald cu 1. Conform presupunerii inductive,
putem sd notdm aceste m numere cu yi, Yz, ..., Ym, pentru care are loc (2) cu n = m. Presupunem ca numarul
marcat o + B are numarul de ordine p. Atunci revenim de la numarul o + B la numerele a si 3, notand pe nou
Yo = B, Yp+1 = @, iar la urmatoarele numere consecutive marim numarul de ordine cu 1. La primele p — 1
numere pastram intact numarul de ordine. Evident, conditia (2) este adevaratd pentruk=1,2, .., p-1,p +
1, ..., m + 1. Deoarece (2) este adevaratd pentru K = p + 1, iar yp1 = o> 0, rezulta ca (2) este adevarata si
pentru k = p. Astfel, (2) si (1) sunt adevarate pentru oricek =1, ..., n.

Barem. 1. Initializarea inductiei, folosind o metoda care duce 1a SOIUfie ..........ccceeeeveiiiiiiiiiiiiie e 1p.
2. Pasul inductiei:

a) selectarea unui punct special a, (maximal, < 1), combinarea a doua puncte in unul pentru

ATEAUCE 12 CAZUI N — L .ottt e e b e et e e st e e et e e sbe e st e e steeenteenreeanaes 1p.
b) observatia ca inegalitatile care rezulta din cazul n — 1 se verifica si pentruk<msik>m.............. 1 p.
¢) demonstratia inegatitatii pentril K = M ... ... i 4p.



