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Solutii, barem
B5. Fie n (n > 2) numere pozitive Xy <Xy <...<Xq, suma carora este Xy +Xp +...+ X, =1. Sa se arate ca

< 2 . o A 1 2
dacd X Sg, atunci exista kK (1 < k <n), astfel incat és Xq + X9 + .o+ Xi <§.

B5. aubl N (N > 2) monoXUTENbHBIX Yucel X < Xo <...< Xy, CyMMa KOTOPBIX paBHA Xj +Xp +...+ Xy =1.

[TokasaTtp, 4To, eci Xy, < % , To cymectByeT K (1 <k < n) rakoe, 4ro %S Xq + Xo + .4 X <§ :
Solutie. Avem 2 cazuri.
1 -1 2 .

1) Daca xp > 3 atunci 3 <1-X, < 3 Ca urmare, pentru k = n — 1 obtinem
1 2
— <X +Xp+.+ X =1-Xp <.
3 1T A2 n-1 n>3

< 1 Do
2) Daca xp < 3 atunci notdm Sy =X; +Xp +...+ X, So = 0.

e a1 2 N . e
Daci exista k astfel incat 3 <sk < 3’ atunci obtinem inegalitatile cerute.
In caz contrar, din relatiile

. 2
0=5p <51 <...<Sy =1si S_1=1-X, Z3
. . 9 o 2 . o
rezultd ca putem alege cel mai mic numar natural k astfel incat sy 25. Din presupunerea anterioard ar

5 1 S <
rezulta cd Sp_1 < 3 De aici obtinem ca

1

X =Sk —S >2— —1>x
k k —°k-1 3 3 3 M

contradictie.

. g . 1
Barem. 1. Studierea completa a cazului x, > g 2p.
(pentru obtinerea doar a unei inegalitati — cel mult 1 p.)

. . 1

2. Studierea cazului xp < 3
a) studierea Si = X1 + X9 F ..ot Xk 5 S0 = 0 coriiiiiii e 1p.
b) scrierea corecta a afirmatiei contrare pentru reducerea la contradicfie ............cccoveeriiniiieniiiieennne. 1p.

T 1 . 2
c) alegerea celui mai mic k astfel incat s, _; < 3 s1 SK > T 2p.

d) reducerea 12 CONIIAQICEIC ......eeiiieiieiieeiie ettt e e sbe e e nbeesneeenneen 1p.



B6. Numerele pozitive a, b si ¢ verifica egalitatea abc = 1. Sa se determine cea mai mica valoare posibila a
expresiei

al+5 b3 +5 345
3 T3 T3 '
a“(b+c) b (c+a) c’(a+b)

B6. [TonoxurenpHble 4ncia @, b u C ynoBieTBopstoT paBeHcTBY abC = 1. OmnpenenuTh HauMEHbIIEE

E(a,b,c) =

BO3MOXXHOC 3HAYCHHUEC BBIPpAKCHUA
a’+5 b3+5 c3+5
+ +

E(ab,c) = .
(2:5:) a(b+c) bi(c+a) c3(a+h)

Solutie. Notam X = bc, y = ca, z = ab, deci, x > 0,y >0, z > 0 si xyz = 1. Din inegalitatea mediilor
obtinem urmatoarele

a+1+1>3a-1-1=a%+2>3a=>

a’+5 _ a’+2 .8 8 3 _ 3a’bc | 3a’h’c’ _ 3(x+x’)
a’b+c) a’(b+c) a‘(b+c) a’(b+c) a‘(b+c) a’(b+c) a’(b+c) y+z
Analog,

b®+5 >3(y+y2) c’+5 >3(z+22)
b’c+a) z+x c*(a+b) x+y
Adunam parte cu parte si obtinem

2 2 2
E(a,b,c)zi’{ X ¥,z X ¥ ¢z j 1)
Y+Z Z+X X+Y Y+ZI Z+X X+Y
Conform inegalitatii Nesht
AN 2§,
y+Z Z+X X+y 2
iar
X2 . y° . z° >(x+y+z)2_x+y+z>33,lxyz 3
V+Z Z+X X+Y 2(X+Yy+2) 2 2 2

Deci, E(a, b, ¢) > 9. Din E(1, 1, 1) = 9 rezulta ca cea mai mica valoare posibila a lui E, in conditiile
problemei, este 9.

. e 1 1
Barem. 1. Demonstrarea inegalitatii 23— > > Zab .......................................................... 2p.
a’(b+c)
2. Scrierea Z-Zab:ZZabJr%-Za(bJrc) ..................................................................................... 2p.
3. Demonstrarea Zbi +%-Za(b+c) 2DV e 1p.
+C
4. E(a,b,c)> Y Va+23 ab>3/abe + 63220202 =9 ..o 2 p.

Nota. Pentru raspuns corect — 1 p.
Pentru tentativa de a demonstra (CBS, siruri ordonate) — cel mult 1 p.



B7. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Bisectoarele unghiurilor BAD si BCD se intersecteaza in punctul K
de pe diagonala BD. Fie M mijlocul diagonalei BD. O dreapta, care trece prin varful C paralel cu dreapta
AD, intersecteaza dreapta AM in punctul P. Sa se demonstreze ca triunghiul DPC este isoscel.

B7. Jlan BnucaHHblii B OKpYyXHOCTh uyerblpexyrosbHuk ABCD. bucektpuccst yrmos BAD u BCD
nepecekatorcst B Touke K Ha auaroHamu BD. Ilycte M cepenuna auaronanu BD. Ilpsmas, xotopas
npoxoaut uepe3 Touky C mapamiensHo npsmoii AD, nepecekaer npsimyro AM B touke P. [lokaxute, 4To
tpeyroasHuk DPC paBHOOEIpEHHBIH.

Solutie. Segmentele AK si CK sunt bisectoarele interioare ale triunghiurilor BAD si, respectiv, CBD.
Conform teoremei bisectoarei avem

BK _BC_BA _ ,e.cp_pc.AD M
KD CD DA
Deoarece patrulaterul ABCD este inscriptibil, conform teoremei Ptolomeu are loc relatia
BD-AC =BC-DA+AB-CD. (2)
. . . AB AC
Din (1) si (2) avem BD-AC = 2AB-CD = 2BC-DA = 2BM-AC = 2DM-AC. Din mza s

m(£LABM) = m(£LABD) = m(£LACD), de unde rezulta AABM ~ AACD. Rezultda m(£LAMB) = m(LADC). Din
BM-AC = BC-DA si m(£ZMBC) = m(£DBC) = m(£DAC), de unde rezulta ACBM ~ ACAD. Rezulta
m(£CMB) = m(£ZCDA).

In continuare vom finaliza demonstratia, cercetand doud cazuri.

1) Dreapta AP separa punctele C si D.

Din CP || AD = m(£PCD) = m(£CDA) = m(£ADC) = m(ZAMB) = m(£PMD). Rezulti ci
patrulaterul CMDP este inscriptibil = m(ZCPD) = m(£ZCMB) = m(£CDA) = m(£PCD) = APCD este
isoscel.

2) Dreapta AP nu separd punctele C si D. Din CP || AD = m(£PCD) + m(£CDA) = 180° =
m(£PCD) + m(£AMB) = 180° = m(£PCD) + m(£PMD) = 180° = patrulaterul PMCD este inscriptibil =
m(£CPD) = m(£CMD) = 180° — m(£CMB) = 180° — m(£CDA) = m(£PCD). Deci, triunghiul PCD este
isoscel.

Barem. 1. AB:-CD =BC : AD ..ottt 1p.
2. BD:AC =BC DA+ AB:CD ..ottt 1p.
3. BDAC = 2BC DA e 1p.
4. M(LAMB) = M(LADC) ..ottt bbbttt bbb bbb et e e 1p.
5. ACBIM ~ ACAD ..t b ettt 1p.
6. M(LPCD) = M(LCDA) ottt b bbbt bt e et n b bbb 1p.

7. Cazul dreapta AP nu separd punctele C §1 D ... 1p.



B8. Fie n (n > 2) puncte distincte A1, Ay, ..., Ay in plan. Mijloacele tuturor segmentelor cu extremitatile in
oricare doua dintre aceste puncte sunt colorate n rosu. Care este cel mai mic numar posibil de puncte rosii
obtinute Tn acest mod?

B8. Maubl n (N > 2) pasnuunbix Touek Aj, Ay, ..., Ay Ha tutockocT. CepeiMHbI BCEX OTPE3KOB C KOHI[AMH B
MOOBIX JBYX M3 O3TUX TOYEK 3aKpalleHbl B KpacHbIH [BeT. UeMy pPaBHO HAMMEHBIIEE BO3MOXKHOE
KOJINYECTBO KPACHBIX TOYEK, IMOJIyYCHHBIX TaKUM 00pazom?

Solutie. 1) Pentru orice multime de k puncte distincte B = {By, B, ..., B} notam cu M(B) mult{imea
tuturor punctelor rosii respective (multimea mijloacelor tuturor segmentelor B;B;), iar prin  r(B) = |[M(B)|
cardinalul acestei multimi.

Fie data o multime de n puncte distincte A = {A1, A, ..., Ay}. Putem alege o dreapta |, care nu este
paraleld nici cu o dreaptd AjA; (deoarece numarul dreptelor AjA; este finit), apoi o dreaptd d, care este
perpendiculara pe .

Proiectam (ortogonal) punctele din A = {A1, Ay, ..., An} pe dreapta d si obtinem n puncte distincte si
coliniare A" = {A'y, A',, ..., A’} Proiectiile punctelor rosii M(A) concid cu punctele rosii M(A") si  r(A) >
r(A") (punctele rosii pentru multimea A’ nu sunt mai multe decat punctele rosii pentru mulfimea A).

Deci, pentru a gisi numarul minimal posibil de puncte rosii este suficient sa studiem multimi de
puncte coliniare A = {A1, A, ..., An}.

VVom demonstra prin inductie ca pentru n puncte coliniare avem r(A) >2n — 3 pentru n > 2.

Pentru n = 2 multimea A = {A;, A,} are un punct rosu si r(A) = 2x2 — 3 = 1 este adevarat.

Presupunem ca pentru orice k puncte coliniare A = {A1, Az, ..., A} avem r(A) > 2k — 3. Luam o
multime din k + 1 puncte coliniare A = {A1, Az, ..., A1} si alegem dintre ele un punct situat la o margine a
multimii (pe dreapta), fie Ax+1. Atunci, conform presupunerii inductive, pentu multimea A* = {A1, Ay, ..., A}
multimea punctelor rosii M(A*) are cardinalul r(A*) > 2n — 3. Datorita alegerii punctului Ay.+1, mijloacele
segmentelor care unesc acest punct cu doua cele mai apopiate puncte din A* pe dreapta sunt printre punctele
rosii ale multimii M(A), dar nu sunt printre punctele rosii ale multimii M(A*). Astfel, r(A) > r(A*)>2n-3 +
2 =2(n+ 1) — 3. Deci, formula r(A) > 2n — 3 este adevarata pentru orice n >2.

Valoarea r(A) > 2n — 3 se realizeaza in modul urmator. Luam n puncte pe axa reala A = {A, Ay, ...,
An} pentru n > 2 cu coordonatele {0, 1, 2, ..., n — 1}. Punctele rosii M(A) au coordonatele de forma (i+j)/2,
adicas/2,unde1=0+1<s<(n-1)+ (n-2)=2n- 3. Pentru aceasta multime avem r(A) = 2n-3.

Deci, numarul minim posibil al punctelor rosii pentru orice multime de n puncte distincte in plan este

2n - 3.

Barem. 1. Considerarea mulfimii A’ ..ot 1 p.
F 4 (N T (N 1 p.
3. Demonstratia relagiei F(A) > 2N — 3, N> 2 i 2p..
4. REAlIZAIrEA F(A) = 2N — 3 L 2p.

Nota. Examinarea cu demonstratie a cazurilor particulare — cel mult 1 p.






