A 58-a Olimpiada de matematica a Republicii Moldova
Barajul I de selectie pentru OBM si OIM, 3 martie 2014

2014/B1. Si se determine toate perechile de numere naturale (x,y) care satisfac
ecuatia \/z +y —x —/y+2=0.

2014/B2. Numerele reale pozitive a si b satisfac relatia a + b = 1. Sa se determine
cea mai mic valoare posibila a expresiei E(a,b) = 3v/1 + 2a2 + 2v/40 + 9b2.

2014/B3. In triunghiul ascutitunghic ABC, punctul D € (BC) este piciorul bisec-
toarei interioare din A, iar punctele E si F sunt proiectiile ortogonale ale punctului
D pe dreptele AB si AC, respectiv. Dreptele CE si BF se intersecteaza in punctul
K, iar BF mai taie cercul circumscris triunghiului AEK in punctul L, diferit de K.
Sa se demonstreze ca BF | DL.

2014/B4. Pentru n € N*, fie p(n) produsul tuturor cifrelor nenule ale numarului n
(dacd n are o singurd cifrd atunci p(n) = n). Sa se determine cel mai mare divizor
prim al numarului p(1) + p(2) + ... + p(999).



Solutii

2014/B1. Avem z +y+2= o+ /y = z+y+4/e+4+d=0+y+2,/7y =
2z +y+2= /vy = 4(r+y)+8y/x + y+4=zy. Rezulta ca8/z +y € Z, de unde
VT +y € Zsideci, \/Ty este par. Atunci /7y = 2a,a €N = Jr+y=a—-1 = z+
y = (a—1)2. Rezulti ci z,y € N sunt solutiile ecuatiei patratice t?—(a—1)%*t+4a? = 0.
Atunci A = (a—1)*—16a = (a+1)%(a®? —6a+1) trebuie si fie patrat perfect, de unde
obtinem ci a?—6a+1=b*b €N = (a—3—b)(a—3+b) =8. Dar a—3+b > a—3—bsi
ambele au aceeagi paritate, de unde obtinem a—3+b=4,a—3-b=2 = a=6,b=1
§i atunci z, y sunt solutiile ecuatiei t? — 25¢ + 144 = 0, adica (z,y) € {(16,9), (9,16)}.

2014/B2. Reamintim inegalitatea lui Minkowski: Daci a,b,c,d, e, f € R atunci

Va+d2+0+e)2+ (c+ )2 < Va2 + 02+ 2+ \/d? + 2 + f2

(care nu este altceva decit inegalitatea triunghiului pentru vectori in spatiul Euclidean

3-dimensional). Egalitatea are loc daca si numai daca § = g = % > 0. Atunci

E(z,y) = V9 + 922 + 922 + /144 + 16 + 36y2 > /152 + (3 + 4)% + (3z + 6y)?

1 1
> \/225+ 5(3m+4+3x+6y)2 = \/225+ 5(6+4)2 =275 = 5V11.

Egalitatea are loc cind % = g—z = i Sr= %,y = % Se verifica ca E(%, %) = 5V11.

2014/B3.

2014/B3

Este suficient sa aratam ca patrulaterul BELD este inscriptibil, adica s& aratam
ca /ZELB = /EDB = 90° — ZB. Observam ca patrulaterul AEK L este inscriptibil,
deci ZELK = /ZFEAK. Astfel, trebuie s aratdm cd ZFAK = 90° — /B, adica faptul



ca AK este inaltimea din A in triunghiul AABC. Fie H = AK n BC. Conform

teoremei lui Ceva, avem

BH _BE AF "
HC FEA FC
Cum AD este bisectoarea unghiului /A, avem AE = AF si DE = DF. Prin urmare,
partea dreaptd a relatiei (1) este egala cu

BE DE/tanB tanC
FC  DF/tanC  tanB’

Prin urmare, % = ::Eg, relatie ce arata cad AH este indltime in triunghiul ABC,

ceea ce trebuia demonstrat.

2014/B4. Facem conventia p(0) = 1. Atunci p(abc) = p(a)p(b)p(c) (inclusiv pentru
cazurile cind unele din cifrele a, b, ¢ sunt 0). Atunci

999 9 9 9

D pk) =" plabe) =D > pla)pb)ple) = (p(0) + p(1) + ... + p(9))?
k=0

a=0 b=0 c=0 a=0 b=0 c=0

=1+ (1+2+..9)°%=46°

Prin urmare, p(1) +p(2) + ... + p(999) = 463 — 1 = 97335 = 3% - 5- 7- 103. Rispunsul
problemei este 103.



